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内容简介 

本书是高等院校高年级本科生泛函分析课程的辅导教材，可与国内通用的 
泛函分析教材同步使用，特别适合于作为《泛函分析讲义(上册）》(张恭庆、林源 
渠编著，北京大学出版社)的配套辅导教材。全书共分四章，内容包括度量空间、 
线性算子与线性泛函、广义函数与索伯列夫空间、紧算子与 Fredholm 算子。每 
小节按基本内容、典型例题精解两部分编写。基本内容简明介绍了读者应掌握 
的基础 知识; 典型例题精解按照基础题、规范题、综合题三种类型，从易到难，循 
序渐进，详细讲述例题的解法，并对解题方法进行归纳和总结，以帮助学生克服 
由于不适应泛函分析中全新的研究对象和处理问题的方法所产生的困惑，同时 
也为任课教师提供一些便利条件。 

本书可作为综合大学、理工科大学、高等师范学校数学、计算数学、应用数 
学等专业大学生学习泛函分析的辅导书。对担任泛函分析课程教学任务的青年 
教师，本书是较好的教学参考书。 


作者简介 

林源渠北京大学数学科学学院教授。1965年毕业于北京大学 
数学力学系，长期从事高等数学、数学分析、泛函分析等课程的教学 
工作，具有丰富的教学 经验； 对泛函分析解题思路、方法与技巧有深 
入研究，善于进行归纳和总结。他参加编写的教材有《泛函分析讲义 
(上册）》、《数值分析》、《数学分析习题课教材》、《数学分析解题指南》 
(北京大学出版社）、《数学分析习题集》等。 



序 言 


泛函分析是一门比较抽象的学科，这对学生的学习和教师的 
教学都有一定的难度。编写这一部《泛函分析学习指南》就是希望 
以此帮助学生克服由于不适应泛函分析中全新的研究对象和处 
理问题的方法而产生的困惑，同时也为讲授此课程的教师提供一 
些便利的条件。目前许多学校选择由北京大学出版社出版，张恭 
庆、林源渠编著的《泛函分析讲义（上册)》作为本科泛函分析课程 
的教材。本书的章节安排都与《泛函分析讲义（上册）》教材一致， 
基本内容部分所列的定理、命题都可以在教材中找到证明。教材 
中所有稍难的习题在本书中都给出了详细的解法。本书按泛函分 
析课程教学的基本要求编写，不管课程使用何种教材，都可使用 
本书作为学习辅导材料。 

本书典型例题精解部分所列例题有三种 类型： 第一种是基 
础题，它们用到的知识基本上局限在所在章节提供的基本内容范 
围，只要细心从定义出发或应用所在章节的定理就能得到解答。 
第二种是规范题，解题使用的方法、体现的思想在泛函分析中具 
有典型性，学生应从中体验泛函分析的基本思想和 方法； 它们概 
括了处理某一类课题的规范性方法。第三种是综合题，它们用到 
的知识和规范性方法是跨章节的，其中许多是北京大学数学科学 
学院本科泛函分析课程历来的考试题或本书中首次给出 的题； 它 
们具有较大的启发性。通过克服较大困难，独立解出一道综合题， 
一定程度上可以反映学“活”相关知识。就像栽一盆花，判断花活 
了没有就看是否长出一个小芽。 

本书在排版上进行了 一些尝试，例如一串等号4 =厶= 0 = 
D ， 排版成 U 形等 式串： 



A D 


B = C 

又如 一 串推出符号 A =^ B == ^ C =^ D 排版成 U 形推理串： 

A D . 


B=^C 

根据作者多年的教学经验，这样形式书写的板书和制作的课件直 
观、醒目，便于学生 阅读。 

最后，作者对本书责任编辑刘勇同志的细心审校表示衷心的 
感谢。同时诚恳地希望读者对书中不足之处给予指正。 

如果读者阅读本书时遇到疑难问题，可与作者联系，电子邮 

件地址： lyq @ math . pku . edu . cn 。 

• . * ' ■ _ 

林源渠 

2008年10月 
于北京大学 
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第一章度量空间 

. / - 

•. ' . 

§1压缩映像原理 

基本内容 

距离空间的定义 

度量空间又称距离空间，它是一种拓扑空间，其上的拓扑由指定的 
一个距离 决定. 

. ' 

定义1设^是一个非空集，若存在^上一个双变量的实值函 
数 〆 : TA ) ，满足下列三个 条件： 

(1) 正定性： pCx ，： y )>0, 而且 〆 ，： y ) = 0 当且仅当工= 3；; 

(2) 对 称性： p ( xyy )= p ( y ^ x ) ； 

• . ' 、 

(3) 三角不 等式 ： pix yz )^ p{x yy ) piy yz ) OJx yy , 

则称 p 为沒"上一个距离，沒"称为距离空间.一个以^为距离的距离 
空间 f 记—(^，户乂 

类似于欧氏空间情形，可以在距离空间中引进一系列重要概念.首 
先是拓扑概念，将 f 中满足不等式 pixyaXr 的点 x 的全体称为 以 a 
为中心、 r 为半径的球邻域.进一步欧氏空间 E ” 中余集、开集、闭集 Ti " 
点以及稠密性等一系列概念都可以搬到距离空间中来.于是，开集的余 
集是闭集；闭集的佘集是开集;空集0与全空间^是既开又闭的集 
合;有限个闭集的并集仍是 闭集; 任意多个开集的并集仍是开集等性质 
在抽象距离空间中仍 成立. 

距离空间的刻画 

金义2距离空间(义一中的点列 U „} 称为收敛列，是指存在免 
中的点 X ，当 w — oo 时 9 p ( x n ^ x )^ 0 . 此时称 X 是点列 {： c „} 的极限，记做 

工„—工（；1— cx 5)， 也记做 limxfz . 

n—oo 

引进距离的目的是刻画“收敛”. 



定义 3 距离空回 (^4) 上的点列 U„} 叫做基本列，是 指当〜 m 

一°°时 ，户 (工„，工饥) —0. 

基本列也可叫做 Cauchy 列.显然(^，^)中任意收敛列必是基本 
列; 反之，基本列不一定 在义中收敛. 

例如有理数基本列在有理数域内就不一定有极限. 

定义 4距离空间叫做完 备的，是指每个基本列是收敛列. 
给定两个距离空间 (^4) 和（淡， r)， 考查映射: T: 汉—改 • 

定义5设: T: (义，^)—(淡， iO 是一个映射，给定: roe^， 称: T 
在点工。处连续，是指 V：roey，VU„}C^， 

Wmp^XnyXo) — 0 WmviTxn^Txo) = 0 . 

n*~**oo n — **oo 

若映射在每一点处都是连续的，就称 T 是上的连续 映射. 

命题 6给定映射: T: (!»— (夕^)在点: To 处连续的 

• ■ ■ ■ ■ - - ■ ■ 

充分必要条 件是： 心>0,3 5=5(1。，€)>0，使得对于:^%， 

p ( x 9 x Q ) < d t ( Tx ^ Tx 0 ) < e. 

定义7称: T : 是一个压 缩映射，如果存在 0O 
<1，使得 〆 7": c ，7^)<叩0 ，_ y ) ( V * r ，： ye 淡") • 

定理$ (Banach 不动点 定理* ~~-压缩映像原理）设 d，p) 是一 
个完备距离空间，: T 是到其自身的一个压缩腴射，那么在^ 

中存在唯一的: T 的不动点. 

• *■' - . 

.. ... . ... '■ ' . . 

典型例题精解 

例1设 t 是压缩映射，求证: r 也是压缩映射，并说明逆命题不 
一定成立' 

证 （1) 因为: T 是压缩映射，所以 3«€(0，1)，使得 / 0(7^，7>)< 

, . ' ^ . • • • 

, • • _• . 

叩(工，: y)， 从而 

p ( T 2 x , T 2 y ) < ap ( Tx 9 Ty ) < a 2 p ( x 9 y ). 

假定〆:^，7»<々(^，3/)成立，则有 

f >( T n + l x ， T n + l y ) « T n x ， T n y ) (a • a n p { x , y ) = ，+>(工，30. 

于是根据数学归纳法原理，〆:^1，7"^)<«>(土，30对 VnGN 成立. 

又 0<a<l40</<a<l， 故有 

p { T n x , T n y ) < ocp ( x 9 y ) , 



即: r 是压缩 映射. 

(2) 逆命题不一定成立.例如，设 

/(■ X ) = •• [0，1] — [0，1]， 


易知 尸⑸=營： [ 0 , 1 ] [ 0 , 1 ] 

是压缩映射.但是 

fix) = •• [ 0 ， 1 ] —► [ 0 , 1 ] 

不是压缩映射.事实上，如果 

/(• r ): [0，1] —[0，1] 

是压缩映射，则3«: 0<«<1，使得 

| / Cr 2 ) — /(々 ） | < a | 工 2 — & 丨 

• Ur ) 1 。 (ve [ o , i ]), 

_ , . • , . * 

即差商是有界的 : 但是如果取 

. * , 

' 

0 C \ ， 工2 2工 1 ’ (w 2) ， 

n n 


则有 


|/ Cr 2 ) — /(^) 1 

I 工2 —工1 I 


1 - 


2 


in 


即知差商是无界的，矛盾. 


I 工2—工1 I 

例 2如果存在正整数〃，使得: r 是压缩映射，那么: r 有唯一不 


动点. 


证 根据 Banach 不动点定理，3心使得：则有 

T n (Tx 0 ) = T n+ 1 x 0 — T(T n x 0 ) = Tx 0 . 

可知: Tr 。 也是 T ” 的不动点.由压缩映射 T ” 的不动点的难一性可知 


Txq — Xq , 

这就证明了: r 有不动点. 

下面再证: r 的不动点是唯一的.用反证法.如果是了的两 



! r J^ 1 ^ - 

个不动点，即有 T D 那么 

li 工2=工2， 

^ r j ^ ■ 0 C \ 

T n x, - T n ~ l (Tx l ) ~ T n_1 {x ,) = ... = Tx x = x x , 

< 

T X? = X*l 

、 T n x 2 = T n ~ 1 (Tx 2 ') - T n ~ 1 {x 2 ) = ••• = Tx 2 = x 2 , 

即 ■rmz 是 T” 的两个不动点.因为： T 是压缩映射，所以： P 有唯一不 
动点，从而 A == «2：2，矛盾， 

例 3 设(^十)是一个完备距离空间，映射满足 


def 


sup 


(T n x ， T n y) 

Pix . y ) 



证明 ： 映射： T 在％中必有唯一的不 动点. 


证取 e= 1/2>0,因为 OOi—oo) ，故3 n。 使得 a n() <l/2 ，即 


p(T n °x,T n °y) < , x 9 y 6 ^> 


即: r。 是压缩映射.根据例2的结论，: r 在 f 中必有唯一的不动点. 

例 4 (1) 证明完备度量空间的闭子集是一个完备的子空间，而任 

一度量空间的完备子空间必是闭子集. 

(2) 设是一个完备距离空间， M 是I的闭子集，心>0,而 
且 


2 r » <+ °°. 

n = l 

证明： 如果映射： T: M—M 满足〆: rW30</V>0r，30，：r，3^Mj|5 
么映射: T 必有唯一的不动点，并且对 Vx 0 eM,T^ 0 收敛到该不动点， 
换句话说，该不动点可由迭代法产生. 

证 （1) 设^是完备度量空间， MCII 是闭的.要证 M 是一个 

完备的子空间.考虑 

V X m ,x n G M, \\x m — x n \\ 0 (m ，/2 — oo) 

=^X m9 X n 6 ^ > W^m — ^n\\ 0 (m,W oo), 

因为 f 是完备度量空间，所以，使得 T， 从而有 


因此， 


x n M,x n -^ x \ 

M 匚％ 是闭的/ 
V X m ,x n 6 My \\x m — x n \\ 


x G M. 

. 0 ( m，w 










彐 •!： 6 M ，使得 X n — X 
是一个完备的子空间. 

下设 f 是一度量空间， M 是 f 的一个完备子空间.要证 M 是 
闭子集， S 卩： 若«!：，要证 x ^： M . 事实上，因为收敛列是基本 
列，所以有 

X n G M ， \\x m — x n \\ ->• 0 (m，n — oo). 

又 M 是完备度量空间，所以3/€#，使得心—/，即有 

| 

x n -^ X * 

= x f ^ M. 

x n -^ x 1 

(2) 依题意， dw ) 是一个完备距离空间， M 是 I 的闭子集，故 
( M ， p ) 也是一个完备距离空间， 

oo 

X ) r » <+ °°^" r n — 0 Ol — OO ) 3 ”。， 使得、 < 1. 

n=l ° 

由 

p(T n °x 9 T n °y) < r % p(x,y) , x,y G M, 

即: r ° 是压缩映射，根据例 2 的结论，: r 有唯一不动点.设此不动点为 
^，即有 


Tx * = = T nQ x \ 

进一步，对乂办€^\/，记心= 7^：。02 = 1，2广.），下面证明{工„ = 

TW 是基本列.考虑 

p(x n+1 yX n ) = p(T n+1 x 0 yT n x 0 ) = p(T n (Tx 0 ) ,T n x 0 ) < r n p(Tx 09 a: 0 ). 

根据三角不等式，对任意的自然数/>，有 

p p 

P ^ X n + p ^ X n ^^ P ^ X n+i J^n+i-l) ^ f >( Tx 0 ， Xq) T nJri _^ 

i—1 i=l 

, w + 夕一 1 oo 

= piTx 0 ， x 0 ) Y r k ( p(Tx 0 ,x 0 }^r k — 0， w — oo 

k=n k—n 

对任意的自然数户一致 成立. 因此， U „ = ： P : r 。} 是基 本列. 由 （ M ， P ) 的 
完备性，必存在 xeM 9 x n -^ x . 这样，一方面，因为: T 。 是压缩映射，有唯 
一 不动点^，所以对 VaGM ， 有 

T nn °x 0 = (T n °) n x 0 x* — oo) ; 


另一方面， 



T nn ° x 0 = x nn x in 00 ) ^ 

fm o 

故有 x = x \ 

例 5 设 M 是 IT 中的有界闭集，映射： T : M — M 满足 
p { Tx , Ty ) < pix . y ') (V oc^y G M,x ^ y ). 

求证: T 在 M 中存在唯一的不动点. 

证因为 

p ( Tx , Tx 0 ) < p ( x , x 0 ) , 

所以 

p ( x 9 x 0 ) p ( Tx 9 Tx 0 ^> 0. 

再由三角不等式，得到 

\ p { x , Tx ) — p ( x 09 Tx 0 ) I ^ p ( x 9 x 0 ) + p ( Tx , Tx 0 ). 
dcf 

由此可见， / U ) — 〆 ： r ，7^) 在 M 上 连续. 

因为 M 是 E ” 中的有界闭集，所以 3 aGM ， 使得 

p ( x 09 Tx 0 ) = f { xq ) = min /( a :) = minp ( x ^ Tx ). 

x^：M x 6 Af 

如果= 0,那么 y 。 就是不 动点. 今假设 f >( xo ， Txo )〉 Q . 根据 
假设，我们有 

p ( Tx 09 T 2 x 0 ) < p ( x 09 Tx 0 ) — minp ( x , Tx ). 

x^m 

但是 7^ Q ，： T 2 : r Q eM ， 这与 〆 i q ， T : t q ) 是最小值矛盾•故 〆 
即存在不动点: r 。. 

不动点的唯一性是显然的.事实上，如果存在两个不动点心，心， 

则从 

p { x l , x 2 ) = pCTx ^ Txz ) < p { x l , x 2 ) 

即得矛盾. 

注 假如把条件 “ M 是 R ” 中的有界闭集”去掉，只假定 

p ( Tx ， Ty ) < p ( x 9 y ) (V x,y 6 M,x ^ y ), 

结论一般不对.例如，取 

M = M 1 , Tx = tc /2 + x — arctani ， 

则有 

p ( Tx , Ty ) = \Tx — Ty \ = ^ \x — ：y | < \x — y \ = p ( x 9 y ^). 
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由此可见，映射： T 满足 假定： 

p(Tx ， Ty) < pOc ， y) (V x,y G M,x ^ y ), 

但是 T ^ t ^^ i ^ arctarLz ^ Tr / Z ，这是不可能的，因此映射了没有不动点 • 
例 6 设是一个完备距离空间， M 是 f 的闭子集，00< 
1，映射： T „: M — M 满足 

p(T n x,T n y) < af>(x ， y) (x,y G M ), 

,«. 

Tx = \imT n x (x G M ), 

n—oo 

并且心证明： 映射： r 有唯一的不动点，并且 a 收敛到该 
不动点. 

证 （1) 由距离的连续性，对不等式 

p(T n x 9 T n y) < oip(x,y) (x,y 6 M) 

令 w — oo 取极限，得到 

p(Tx,Ty) ^ c^pix^y) (x 9 y G M). 

由此推出： r 是压缩映射，因而： r 有不动点，设之为 I '即有 

Tx * = x ". 


(2) 条件 

p ( T n x , T n y ) < ap ( x 9 y ) ( x 9 y G M ) 

意味着每个7\都是压缩映射，心 = 说明 L 是: T „ 的不 动点 . Tx = 

iimT ^ 可以看做 丁是1\ 的极限，那么： T 的不动点？是否是乃的不 

的极限呢？考虑 

p { x n , xn = p ( T n x n 9 Tx*Xp ( J n x n 9 T n x ^ + p { T n x%Txn 
y < ap { x n , x *) + pCT n x *， Tx * ) ， 

由此推出 

p ( x n , x *) < 1 a p ( T n x *， Tx *). 

又因为 Tx * = limT n x ^ ，所以 ' 

n—oo 

) — 0^^ x n x " (n oo ). 

n-^oo 

例 7 设 d ， 〆 ) 是一个完备距离空间 , B ( y 09 r ) CZ ^ r 是以 j ;。 为中 
心、 r 为半径的 开球. 如果映射： T : Biy 0 , r )^^ r 满足 p ( Tx ， T y X 

ap ( x ^ y ) ，而且 


P ( Ty 0 yy 0 ) < (1 — 0 < « < 1, 

证明： 映射: T 在中有唯一不动点 • 



图 1. 1 


证如图1.1，任取00 1 0，使得 

P(Ty 0 ,y 0 ) ^ (1 — a)r^ < (1 — a)r. 

又对 V：y65(：yo，n) ，由 

p(Ty 9 y 0 )^ p(Ty,Ty 0 ) + p(Ty 0 ,y 0 ) 

^ a Piy^yo) + (1 — 


^ ^! + ( 1 — a)r x = r l9 

于是 

T : Biyo^rO 

因此，压缩映射: T 在完备子空间 BbcMrDCZBGcMr) 上有唯一的不动 


例8 (Newton 法）设 / Cr) 是定义在|>，幻上的二次连续可微的 
实值函数， i：e (〜《，使得 /tt)=o,/ , a)^o. 求证： 存在 i： 的邻域 
c/o：)， 使得 VAet / a ：)， 迭代序列 

f 、工 n ^) / Air % 、 


^n+\ = X n — J：, m in = 0 , 1 , 2 , — ) 


是收敛的，并且 


\ imx n 


证考虑— ^胃，则有 




1 - 


(/’ O )) 2 — 

(尸 U )) 2 


/ Cr )/"( i ) 

(尸（工）） 2 














. 因为 /(立）= 0, 尸 ( i :) 关 0，/〃(工) 在点处连续 ，所以 Hm ’ ff (:)()1) 


0, 从而 35 的邻域 t/U )， 使得 

/ o )/〃 o ) 


< a < 1， 


(尸 ⑴) 2 
/’ Cr) #0 (V ^ G (i ：)) ， 


Tx — Ty 


/( o/"(o 

(尸 ( O ) 2 


工一： y |<«| 工一： y | 


(V x,y G U (i:)). 
于是，对 (x) yX n+1 =Tx n (n = 0A^2, 

U (i：) x = f Cx) = 0 ,联合 

[fix) — 0, x G U (x ), 
/O) =0 ， x G U(x ), 
./’ O) 古 0 ， y x U(x) 

故有 x n -^x(n-^oo), 

例 9 对于积分方程 


• •籲 


) 是收敛的.设 XrT^X^l 




X — J：f 


— A 


e t ^ 5 x(s)ds = y(t) ^ 


o 


其中 ： yG)eC[0 ， l] 为一给定函数， A 为常数， |A|<1 ， 求证存在唯一解 

x(t) e c [ o , i ]. 

证 考虑由 工 （ t) — A e’— 5 « 2 ：⑴ ds = y(t) 


0 


z(t) 


6 1 X (^ ) — A 

% 

def 


e^ s x(s)ds = e—i ⑴， 


o 


eKO ， = e — ^⑴， 


则原方程等价于 


z(t) = + A 


zis ) ds . 


o 


令 


则 


T ： z(t) h-r(0 + A 


z ( s } ds ^ 


0 


p(Tu ， Tv)= 


A 


u(s)ds — A 


o 


v(s)ds 


0 


rl 


^ |A| \u(s) 一 v(s) |d5 


0 


^ | A | max \u(t) — v(t) \ = 丨又丨 〆 “，!；）， 

^ 6 [ 0 , 1 ] 

即: r 是压缩映射，压缩常数为 Ul < 1 ，因而: r 有唯一的不动点，即积分 
方程 

z(0 = ((O + 义 zCs)ds 

Jo 

在 C [ Q ，1] 上有唯一解，从而原方程在 C [0，1] 上有唯一解 • 

例10证明 ：若二 元函数在三角形区域（图 1.2) 

D = {(xjt)\x G L a ^ t ^ b} 

上连续，那么对于任意参数》，积分方程 

rx 

y(^x) — A K(x^t)y(t)dt = fix) 

J a 

在 C [ a ，6] 上存在唯一解. 



O a b X 
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I(^)U)- (^ 2 )( ， )l< 她，从 (1) 
当 n = l 时， （1) 式已经证明.设对于自然数 Kl ) 式成立，则 


crDu) — cr 、） ⑴ 


奸1 


rx 


A| K(x 9 0l(T k yi )(0 - (T k y 2 )(t^dt 


a 


rx 


< |A| |(T^i)(0 - (T k y 2 ){0\At 


a 




AJ 


k 


< |A|| \K(x,t)\ - a) k p( yi ,y 2 )dt 


a 


< 


1 A 


是 +1 万 yf 是 + 1 


k\ 


p ( yi ^ yz ) 


(, 一 CL^) k (\t 


a 


X\ k+l M k+ \x - a) k+1 


(k + 1)1 




故 不等式 (1) 对于一切自然数 n 都成立.于是有 


p(T n y l ,T n y 2 ) < r rti o(^i ， : y 2 ) ， 


其中 


r 


X 


n 


n 


n \ 


M n (b — a) n ^ M = max \K(x^t) \ 

ix 9 t)^：D 


再由的收敛性和例 4(2) 即知： r 有唯一的不动点.由此即得所证. 


n- 


§ 2 完备化 


基本内容 

' 本节仿照实数理论中，从有理数域出发定义无理数的方法，对空 
间增添理想元素，使之“扩充”成为一个完备空间. 

定义1 给定距离空间，设: r 是 I 到的映 
像，如果对任意的，都有 〆 t ，： y ) ， 则称了 是等距 
映像 ，称义与像是 等距同构的. 

凡等距同构的距离空间，它们的一切与距离相联系的性质都是一 
样的，因此今后将不再区分它们.于是在定义1中可认为 d ，^) 是 
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(沒 G ， 内）的一个子空间，记做 (货» 匚，外） • 

定义2设是一个距离空间.集合 Ed ^ r 满足如下的 条件: 
ViG ，， Ve >0,3 3 ； e £， 使得 〆 工， 30 < e ，就称£是义的稠密子集. 

易见是 f 的稠密子集的充分必要条件是，存在 
五中点列 {} ，使得 x n ~^ x . 

定义3包含给定度量空间的最小的完备度量空间 I 称 
为 f 的完备化空间，其中最小是指：对任何一包含的完备度 
量空间 少 ，均有 没[吻. 

命题4如果 ，内） 是一个以为子空间的完备度量空 
间，外 lm = …并且 I 在免：中稠密，则，朽)是(， 一 的完备 
化空间 • 

注 （1) (沒 i 内）完备，意味着(没0，外）“不太 小”. 

(2) I 在沒^中稠密，意味着 (货\ ，内）“不太 大”. 

(3) (^,^)(=1(^,^) ——的完备化空间 • 

中间再也挤不进一个完备空间 

定理5每一个度量空间(^。，外)有一个完备化空间，且其完备 
化空间在等距同构的意义下唯一. 


典型例题精解 


例1设 S 为一切复数列 

x = ( H ， …，^，…） 
组成的集合，在 S 中定义距离为 

\^k — Vk\ 


〆 工， *y) ^ 2 ^ T 

k=l L 丄 


+ \^k — Vk\ 9 

其中 x =( H ， …，尽 k ， …、， y =< JI \， rj 2 , …， 7 j k ，… ）• 求证： S 为一个完备 
的距离空间. 

证 〆 & 30 满足距离的正定性、对称性两个条件是显 然的. 为了 
验证满足三角不等式，注意到 


/(0 = 


t 


1 + 


1 + 


(单调增加) 


/( |a + 6 1 ) < /( | a 丨 + | 厶 |)， 
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即 


d b\ 


1 十 \a + b 




< 


U 1 + 1^1 

i + w \ + 1^1 
ui 

1+ |a| + I 办 I 1 1 + \a \ + |6| 

U 1 I 1^1 
1 + CL 1 + b\ 




设 z =(? l ，？2, …，…），则有 


p { x , y ) 


S 

^=i L 丄 

CO 

S 

k=l L 丄 


— Vk\ 


-- \^k ~ Vk 


I — ?*) + iXk Vk ) I 


— Id — Kk) + (Xk 7 a ) 


<2 


I 匕一？々 I 


k 


{ 2 是 1 + I 匕 一 Kk I 


k=\ L 丄 


\^k — Vk\ 


■- \^k — Vk 


=p(x,z) + p(z,y). 

这就验证了 〆 & W 满足三角不等式，从而 S 是距离空间 • 

下面证明 S 的完备性.设 U ( w ) } 是 S 中的基本列，其中 
(")，#)，…，# ) ，…），则 



p{x 


( m +/>) ( m ) 

« JC 




x ： 


(m+fi) 


X ： 


(m) 


+ I x ^ m+p) 

(m oo , V /> G N ). 

由此可以 推出： v 々 gn ， 

( m +/0 __ (饥) 


X ： 


(m) 


0 


I xl m+p) — xl m) I -^0 (772^00 , V /> G N). 

事实上，对每一个固定的 々 e N ， 对 Ve: 0<e<l ， 3A ^， 使得 


§ 7 i + k ( 


I 工广） 一 工: 


(m) 


( m +/>) 


X ： 


(m) 


< 


£ 


>^ + l 


(m^> N k , V ^G N). 


取级数中的第々项，它当然不会超过所有项的和，即得 

1 4 m+p) - xr I 


1 + I 工 


( m +夕） 


(饥） 


< 


£ 


o 因为 e<l 

令|工广一々)|<—< e . 


由此可见， N ， 

1 4 m+p) - 4 m) l—o (m — oo ， v e n) • 

这意味着 v 々 e 的每一个坐标序列 u 〗 w) } 都是复数集合中的基 

本列. 由复数集合的完备性，每一个坐标序列都收敛，并存在 m 
使得 | — Xk I —0( m — oo ). 现在令 j := (a ，: c 2 ，" •，工々，•••）• 


下证 


) .事实上，就是要证 

U — 工 《1 




(m — oo) f 


也就是要证, Ve >0,3 iV ， 当 m > N 时，使得 

丄 1 X n fl) ~~ X n 1 

n=\ 2 n 1 + 1^^ — X n 


< e. 


为了其中的无穷多项部分 <| ，只要 n 0 > l - log 2 e . 事实上， 


^ 1 —及 v 丄 

^ 2 n I 4- I r (m) ~ t \ ^ ^ T 

« = W 0 + 1 丄卞 I 工 72 工 72 I n = n Q + l ^ 

而对每一个 /2< Wo ,3 iV „， 当 m >7 V „ 时，使得 


^<1 


— 工 n I < V O = 1 ， 2,… ， /2 0 ). 


取 iV = max { A ^， N 2 , …，乂 } ，当 m>N 时，便有 


S 丄- 


U — A 


+ 工 ㈤ — I 

山 n 丄 n 






«=1 

n o 


< S ♦ • 音 < S ♦ • 

n=l L L n=l 乙 


_ e 

、 = ~2 
于是 



(V m > AO 


成立. 因此 U ( m ) } 按距离 P 收敛于 I ，故 CS ， 〆 ) 是完备的度量空间 • 

例2在一个度量空间(％十)上， 求证： 基本列是收敛列，当且仅 
当其中存在一串收敛子列. 
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证基本列是收敛列存在一 "串 收敛子列是显然的，因为整个基 
本列就是一串收敛子列. 

存在 一 串收敛子列基本列是收敛列.设是基本列，且存在 
一串收敛子列 UJ ， 要证是收敛列. 

首先肯定 U „} 的收敛点是什么？ 的收敛点当然是的收敛 

点.既然 { l %} 收敛，设 

下面证明二因为是基本列，所以对一切 e >0, 存在 7 V ， 使 
得 

p ( x n ， x m ) < y (v W，m > N ). 

因为 心 ―00, 所以3尺，使得化>〜0/々>/0，故有 

p ( x n ， x n ) < y (V ^ > N，\j k > K \ 

对上式令 A - oo 取极限，即得 


p ( x ny x ) ^ — < e (V w > TV ) ， 


即证得 A 

例 3 


设 F 是只有有限项不为 0 的实数列全体.在 F 上引进距离 

， Pix . y ) = sup I — Vk \- 

k^l 


求证： （ F ， p ) 不完备，并指出它的完备化空间. 
证取点列 


工，？？…，？ 0 , 0 ，…(打=1，2，."）， 


则有 


W ，？ …，瓦， 0 , 0 , 

' ^ ’ 


e f , 


当时， 


0,0,…，0，；^，...，：，0,0, 


m 个 


p { x in) = sup \ xl n) — 

k^l 


n + 1 


—— >■ 


0 (n — oo ). 
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由此可见,点列 k ( w ) } 是 F 上的基本列.然而，对于点 


-! 1 


我们有 


K- ( ^-)=sup|^-^| ==—-0 in —、， 


即 limx ^ = 1 ，但是 x 狂 这就证明了 （ F ， p ) 不 完备. 


71' 


F 的完备化空间应是以0为极限的实数列全体，即 
«!：= ( U 2 ，…，匕，•••）， ? k ^: M 1 , lim <^ = 0 

k—oo 

的全体.记此空间为冕下面 证明： y 是完备的，并且 F 在歹 中稠密. 
(1) 证明 f 是完备的，只需证明 P 是 r ° 中的闭集 • 


设 


(e) 

，^°，…， #)， …） ey ( n = i ，2, …）， /)— 

(1) _ 

= ( H 1 )， …， g 1 )，."）一 o 

(是 —°°) ， 

(2) _ 

=( HV "， C )，."）一 o 

(k OO) ， 

(3) _ 

= ( H) ， ." ， C )，."）一 o 

• 

(k — oo) ^ 

(n ) = 

鲁 

• 

= …，^ 0 ，…）一 o 

(k — oo) ， 


，即 


X = (芒1，？2， …， 
要证 •!：= ( u 2 , …，匕，•••）€?• 


，匕， …）. 


lim sup \^ ( k ; 


i>l 




=^- Ve >0,3 iV ， 使得 sgg 16 l n) — I 特别有 

\^ k N) —匕丨 < 音 (々= 1，2,…). 

又，实数列 {<?r h ' 是收敛列，因而是基本列，故3爪，使得 


{^ N) }T^ e F=^hm\e 


(AO 


< N ) 


( j > n 2 ^ no . 


于是当 k ， j > N 2 > N x 时(参照图 1.3)， 
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1^ I 匕一彡 


(AO 

k 


彡 (AO — 尽⑽ 


1 ^ 


iN) 


£ e £ 

<4 + 4 + 4 = e, 


这就证明了 


X 


( H ， …，彡是，…） 6 f 


^ 」am f 


<f 


<fU>N 2 >N { ) 


^ <^>^) 0 


翅 1 . 


(2) 证明 F 在;？中 稠密. 

任意给定 •!： = d ，<? 2 ，"•，匕，… ） ，令 

x in) ( H ， ." ，彡 ” ， 0,0,…） G F (n = 1 ， 2 ,…）， 

V _ V 

V 

n 个 

则有 

p(x w ， : c) = sup |6^| 0 (n — oo) # 

k^-n+l 

这意味着，歹中的任意点I可以由 F 中的点来逼近，即 F 在歹中稠密 • 

例4 求证： [0，1]上的多项式全体按距离 

'1 

pip ， q) = | 户 0) — qix) |dr 


是不完备的，并指出它的完备化 空间. 


m 


证取 Pmix) = D f ■，首先证明{尸《(«3：) } 在^度量下是基 本列. 




事实上， 


m 


尸 m (工）= 2 


X 


k 


k = Q 


是！ ’ 


Pm + pM 


p(P m (x) ,P m+p (x))= 2 Y\^ X 


rl m+ P x k 


^k=tn-\~l 


^ k '， 

k = 0 • 

E 


(々 + 1 )! 
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<2 


k(Jz + 1 ) m + 1 


0 


(m - ► oo ^ G N). 


又 


p ( P m ( x ) ，e x ) = 


E S 


0 々 = iw+l 


A = m +1 


(k + l )\ 


< s 


k = m-\ 


k Ck + l) ”Z + l 


0 (n 


)， 


即 Pmix ) 


但是# 不是多项式.它的完备化空间是 C[0，1]. 

例5 在完备的度量空间中给定点列 U„} ，如果 V.e>0, 存 
在基本列 b«}， 使得〆 A，>)<e(Vne N)， 求证: U} 收敛. 

证 依题意，对 J~>0,3 {：y«} ，使得 

£ £ 

户（工 n ， 3^w) 2，户（工 m，3^) 2， 

又 {>} 是基本列，对 |>0,3iV， 使得 Mn ， m > N ， 有 

piyn^ym) < 音， 

于是当 n ， m > N 时(参照图 1. 4) ， 

P C 9 P^'^-n 9 3^n ^ I I 


-0 


< 


£ 

h v + 

£ 

3 H 

3 

3 


e . 


这说明 U n } 是基本列，又由（货》的完备性，知 UJ 收敛. 


y n 


<f 


<f 




^ y m 


* 


<f 


X 


n 


<e 


x 


m 
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图 1. 4 


§3 列紧集 


基本内容 

定义 1给定距离空间， A 是 f 的子集，如果 A 中的任意 
点列在 A 中有一个收敛子列，则称 A 是列 紧的. 如果这个收敛子列还 
收敛到 A 中的点，则称 d 是自列 紧的. 如果空间％是列紧的，那么称 

f 是列紧空间. 

命题 2 W 中有界集是列紧集，任意有界闭集是自列 紧集. 

命题 3列紧空间内任意子集是列紧集；任意闭子空间是自列紧 

集. 

命题 4列紧空间必是完备空间 • 

在距离空间内，点集有界性保证不了它的列紧性•为了刻画列紧 
性， Hausdorff 引入了完全有界性概念. 

定义 5给定距离空间 

(1) 设存在 iVC ： M ， e >0, 若对任意 iGM ， 总存在: yGiV ， 使得 
万(3；，£)，那么称 7 V 是 M 的一个 e 网 •如果 7 V 还是一个有限集，那么称 
iV 是 M 的一 个有限 e 网. 

(2) 如果对任意 e >0, 都存在 M 的一个有限 e 网，则称集合 M 是 

完全有界的. 

定理 6 (Hausdorff 定理） 设 (！» 是靶离空间， M 匚义. 

(1) 若 M 在 I 中列紧，则 M 完全 有界； 

(2) 若％是完备空间， M 完全有界，则 M 列紧. 

定义 7 —个距离空间若有可数稠密子集，就称为是 可分的 • 

定理 8完全有界的距离空间是可分的. 

定义 9设 M 是距离空间的一个子集，2= ( G } /€/ (/是指 
标集)是 I 的开集族.若 MC (J Gm 则称2是 M 的一个 开覆盖 • 如果 

iei 

M 的任意开覆盖包含 M 的有限开覆盖，即 M 的开覆盖2= { G 山 ^ 内 

. 

存在 G ;i ，…，， 使0 就称 M 为 紧致集 ，简称 紧集. 

1 饥 i = l 1 
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定理 10 设是距离空间，为了 MCIf 是紧致集，必须且 
仅须它是自列紧集. 

用 C(M) 表示 M—R 1 的一切连续函数全体.如下定义给出连续函 
数空间上列紧集的刻画. 

定义 11 设 FCIC(M) 是一个子集，称它是一致 有界的 ，是指存在 
常数，对任何 pG F ，都有 | < pix )\ 

定义 12 设 FCC(M) 是一个子集，称它是等度 连续的 ，是指任给 
£>0,存在沒 =《（e )>0, 使得对任意 < peF 以及： rm 2 eM， 只要 
pix \ ，《2：2)<^，就有 \< pixi ) — cpixi ) I <e. 

定理 13( Arzela-Ascoli 定理） 集合 FC=C(M) 是一个列紧集的充 
分必要条 件是： 

(1) F 一 致有界，即存在常数，对任何 /eF ，都有 | /Or) | <M 1； 

(2) F 是等度连续的，即任给 e>0, 存在 S=(Ke)>0, 使得对任意 

/ GF 以及而 aGM ， 只要 p ( xi ，工2)<占，就有|/(工1)一/(工2) I < e . 

命题14 设 M 是一个紧距离空间，带有距 离化用 C(M) 表示 M 
上一切实值连续函数全体，定义 

d ( uyv ) = max \ u ( x ) — v ( x ) | , V u^v G C(M), 

x 6 Af 

则 (C(M) ，心是完备距离 空间. 

定理 15 设 MCI/ 2 ，M 列紧的充分必要条 件是： 

(1) M 有界，即存在常数 MiX)， 对任意的 

X = Oi ，《 I ：2, …，工”，•••）6 M ， 

OO 

有 k„| 2 <M 1； 

n = l 

oo 

(2) 级数集 { El X n \ 2 I X = ( Xi 9 X 2 9 •- 9 Xn 9 •••) eM} 等度连续，即 

n=l 

Ve >0,3 w 0 = no(e) € N， 使得对每一个尤= ( xiyx 2 y •••) 6M， 当 
no(e) 时，都有 

oo 

X) 1^ I 2 < e - 

k =n 

典型例题精解 

例 1 在度量空间中 求证： 子集 A 是列紧的充分必要条件 是：对 
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Ve>0, 存在 d 的列紧的 ^网. 

证 必要性显然，只证充 分性. Ve>0, 设 N 是 A 的列紧的 J ■网; 
iV。 是 TV 的有限 | ■网，则有 

A 

v a 9 3 e e n 9 y , 


^ G 3 x e G p ($^ x e ) < 


p(x 9 x e ) ^ p(x,0 + p($ 9 X e ) < 


£ 


即 iVo 是 d 的有限 e 网•于是 A 是完全有界的，由此得 d 是列紧的 • 

例2 给定距离空间 d，p) ，设 MCl ^ T 是紧集，求证 M 上连续 
函数必有界，亦达到它的上、下确界. 

证 对任取的 &GM， 由 M 是紧集，3 
性，当々—⑺时，有/(心)— /(&)> +oo •令 


m ： o 6M， 再由 /O) 连续 


/? = sup/O) 令/(工）< /?• 

x^：M 


由上确界定义， Ve>0,3AeM，/UJ>/?— e . 特别取 

夕一 i < / (工 《) < /?• 
n 

特别对取到的 GVf ， 3 i。6M ， 使当 oo 时，有 


，有 U}， 使 


/(工0 )— /( 


n k 




/?=^/(^o) = /?(由极限唯一性) 


注 紧集条件不可少.例如在(0，1]上考虑 


X n {t) = t n , fix) 




fin 


i dt 


inf/(^> 

n^l 


0， 0 6(0,1]. 


2 w + 1 

例 3 在度量空间中求证••完全有界的集合是有界的，并且通过考 
虑 I 2 的子集 


{^} 


々=1 


e k 


(0,0,…，1，0,…） 




来说明一个集合可以是有界但不完全有界. 

证 设 M 是完全有界集，那么 Ve>0,3M 的有限的 e 网.特别对 
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£=1， 设 N ={ xi ， X 2 y ^' iXn } > 则有 MC U S(A ， 1) •于是 V 尤 e M， 设 a 

' . 是 =1 

为度量空间^的一个固定元，我们有 

• * 

p{x,a) < pix,x k y + p(x k9 a) < 1 + maxp(x k ,a) , 

l < k^n 

即 M 是有 界的. 

下面说明 {^}r =1 有界但不完全有界.首先，对 Vk ， 即 ( ej ) = l ， 其 
中 

0 = (0,0，…，()，•••）• 

由此可见 h}r =1 有界.再注意到 



=(0,0,…，1，0，"•，一 1，…） Cj 〉 i ) ， 


*个 

P(e i9 ej) = { 2 \e\ k) — ef \ 2 } 2 = VY (j ^ O. 

是 =1 

由此可见，心山二与其任意子列都不收敛，从而不是列紧的，根 
据 Hausdorff 定理，也就不完全 有界. 

例4设(义 M ) 是度量空间，心，仏是它的两个紧子集，求证 
€心，：£： 2 €厂2，使得^(^^，仏）： 〆 々，々），其中 

p(F 19 F 2 ) == = inf p(x 9 y). 

xeF lf yeF 2 

证记 d = p ( F 1 rF 2 ) 9 y : reAaeA ， 由下确界定义知 v ” eiv ， 

■ > ■■ ■■ 

彐，3^〔厂2，使得 

1 

d ^ pixn.yn) <Cd + — • 

n 

设 x ^ x . eF , ，相应的 3 S e ，序列{、 } 未必收敛，但因为，2是紧 
集，存在它们的子序列{3\ } 收敛，设即有 

k • K- 

J J 

1 j—^oo . 

d ^ p ( x n , y n ) < ^ + — =^d = p { x x , X2 ). 

\ k i n k 

例 5 设 M 是 C [ a ， 幻中的有界集，求证集吾 

. . ...... ’ - - 

j r^X \ 

M — \F(x) = / G M 

, A J a f 
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是列紧集. 

证 设 


E 


F ( x ) 


f(Odt / e M ， 


v / e m , i / a)i < m 0 (v ^ e [〜幻）， 


\ F ( x )\ 




< \f(0\dt^Mo(b-a) OJF^E), 


即 E —致有界.又 
\ F ( x z ) - F ( xO \ = 




X 2 \fCO\dt ^M 0 \x 2 


x x , 


\/€ ： > 0 ，取谷=^，当 | ： C 2 — 〈谷时 


=^\F(x 2 ) - F(xO\ <e a F e E ) ， 

• . • 

即 E 等度连续.由定理 13 结论得证. 

例6求证{―以二在 C [0， tt ] 中不是列 紧的. 

证只要证 { sinw }：^ 非等度 连续. * 


对£() = 1，\/5>0，取々€ N ， 使得士<5,〜= 2 々山 =告€ [0，兀]山= 


0, 一0 


Tk 〈 T <d ， 


sinrfk • tk 一 sinnk 



由此可见， { S inw } r =1 非等度 连续. 

例 7( 空间 Y 中集合 A 的列紧性条件） A 在^中是列紧的，当 
且 {56 当对于任何 N ，3 C „>0, 使得对 Vf = (? i ，？2，" •，乞，…）的 


点的第 n 个坐标的数集是有界的，即 

证必要性 因为 A 在 Y 中是列紧的，任意一个无穷点列 {<?〜} 
可以取出收敛子序列{<? ( 〜}.因为^中的收敛与按坐标收敛等价， 
所以点列中的每一个点（固定 m ) 的坐标序列…) 
也可以从其任意无穷子集中取出收敛子序列，而坐标序列构成数集，要 
从其任意无穷子集中取出收敛子序列显然应该要求它们有界. 

充分性为了证明充分性，根据例1，只要构造 A 的列紧的 e 网. 


V e >0, 取定一个 w 充分大，使得士<£.考虑形如…，?《,，◦， 

乙 、 . 

n 个 
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0,…）的点的集合 H ，其中 ( U 2 , … ， H +1 ，…） G 因为 

々人 ) = 孟* rnW < J +1 ♦ = ♦ < £ ， 

所以 H 是4的£ 网. 

再证 H 在 Y 中是列紧的.事实上，可以将 H 看做是元素为（6, 
…， ?《) 的 w 维空间中的子集，由假设 | 匕 | 1，2,… ， w ) ，即每 

个坐标都是有界的，所以 H 可看做是 n 维空间中的有界集，从而是列 
紧的. 

例8设是距离空间， M 是 9 T 中的列紧集，若映射/: 
%— M 满足 

pif 9 f ( y )) < p ( x 9 y ) (V G ^ ,x ^ y ) 9 
求证 / 在免上存在唯一的不动点. 

证记 d = ini { p ( x 9 f ( x )) | xGM }. 先证存在 xoGM ， 使得 

^(^ o >/(^ o )) = d , (1) 

这从下确界的定义出发 . v«e N ，3 x „ eM ， 使得 

d < P ( x n 9 f ( x n ))<d + ^. 

又因为 M 列紧，故存在将上面不等式中的《改为即 

d ^ p(x 9 f(x )) < + — » 

' nk 

并令 A — 00 , （1) 式 得证. 

再证 d = 0 . 用反证法.如果 < i >0, 则有 d ^ p ( f ( xo ) ，/(/0。）））0 
p ( x 09 f ( x 0 ))= d 9 矛盾. 

例9设 ( M ， p ) 是一个紧距离空间，又 £ CIC ( M )，£ 中函数一致 
有界并满足： 

\x{t l ) — x(t 2 ) 1 ^ cp(t iy t z y 9 

Vxe £， G ，6 eM ， 其中 o <«< i ， c > o . 求证£在(：(“)中是列 紧集. 

/ _ \ - j - 

证 Ve >0， S ^= —，当 户 (6 ，艺 2 )<3时， 

I c I 

注 

l^(jfi) — ooit^) I ^ cp(t 1 ^t 2 y < e, 

所以五是等度连续的，因此五是列紧集. 


24 



注 cpit ' jt 2 y < ce ^> pCt l ，匕 ） <l f j = s . 

§ 4 线性赋范空间 

基本内容 

线性空间与线性賦范空间 

上一节我们在距离空间上讨论了映射的不动点问题.然而距离空 
间只有拓扑结构，对于许多分析问题只考虑拓扑结构不考虑代数结构 
是不够用的，因为在分析中通常遇到的函数空间，不但要考查收敛而且 
要考虑到元素间的代数运算. 

定义 1 设 f 是一个非空集，] K 是复(或实)数域.如果下列条件 
满足，则称 f 为一复 (或 实)线性空间. 

(1) ^ 是一加法交换群，即对，记做 w =: i :+： v ， 
称为 之和 ，适合 

交换律 x~\~y = y+x; 

结合律 0+： y )+ ;2：=: * r +(： y + 之）； 

存在唯一零元素3唯一零元素 Vxe 免， 

• x J rd=6 J rx ； 

任一元素存在唯一负元素 唯一使得 

x + = d Cx f = 一 x). 

(2) 定义了数域 K 中的数《与: re ^ 的数乘运算，即 

V G K X ^" 9 彐 w G ^9 记做 u = ax 

称为 X 对 a 的数乘 ，适合 
结合律 （ a/?):c = a (/? x ) ; 

存在唯一单位元素“1”，16沒"，使得1 • x = x \ 

分配律 

(a + = ax (V G K,V ^ G <^0 ， 

a(x + y) = ax + ay (V x,y G ^,V « G K). 

线性空间的元素又称 为向量 ，因而线性空间又称 为向量空间. 

下述概念是线性空间的基本概念. 


25 


线性同枸 设％，沒 v 都是线性空间， T : 义称为一个线 
性同构，是指 

(1) 它既是单射又是满射，即它是一对一的，并且是在上的； 

(2) T = aTx J r^Ty Qi ， Va，/?G K). 

线性子空间设£(=免， 若 E 依的加法与数乘还构成一个线 
性空间，则称£是义的一个线性子 空间. 

^及都是％的线性子空间，我们称它们为平凡的子空间，而 
称其他的子空间为真子 空间. 

线性流形设 EC 免 ，若 3 x Q G ， 及线性子空间使得 

def ( , ' p 、 ' 

E = E 0 + x 0 —■ {x + x 0 \x G 也 o } ， 

则称五为线性流形.简单地说，线性流形就是子空间对某个向量的平 
移. 

线性相关 一 组向量 A ， x 2 ，… ， x „ 称为是线性相关的，是指 

3不全为零的 A ， A 2 ，…， A ^ K ， 使得 

+ X 2 x 2 + •- + X n x n = 0 ； 

否则称为是线性无关的. 

线性基 若 A 是义中的一个极大线性无关向量组，即 A 中的向 
量是线性无关的，而且任意的都是 A 中的向量的线性组合，则 
称 A 是义的一组线 性基. 

维数线性空间中的线性基的元素个数(势），称为 维数. 

线性包 设 A 是一个指标集， {^lAG A } 是 f 中的向量族，一切 
由 { x a | AGA } 的有穷线性组合组成的集合 

{y = 〜々 +••• + a n x x I A- G A , G K，£ = 1 ， 2,… ,n} 

1 n 

称为 AG A } 的线性包.这线性包是一个线性子空间，不难证明它是 
包含 UIAGA } 的一切线性子空间 的交. 因此称线性包为 U」AG A } 张 
成的线性子空间，记为 spanUI 此 A }. 

幾 性和与直接和 设五^仏是^的子空间，我们称集合 U+：y I 
xeE ,, y eE 2 }^ e 2 的线性和，记为 e ,+ e 2 . 

对于任意有限个子空间，定义依此 类推. 

又若 ( A ，五 2 )中的任意一对非零向量都是线性无关的，则称线性 
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和本+尽 为直接和，记做 a ㊉ 五 2 •这时，对 
五 2 ,有唯一的 分解 ： x = x 1 + x 2 ( x i ^： E i9 i = 1^2). 

定义2 设 f 是复(或实)线性空间，对于 f 中每个元素: r ， 按照 
一 定法则与一非负实数 Ikll 相对应，满 足： 

(1) ll：dl>0, 且 llxll 正定性）； 

(2) llx+j<Wi+bll(VDe，） （三角不等 式)； 

(3) lk^：[| = |«| HI(aG KdGf) (齐次性) • 

K 是复(或实)数域，称 f 是复 (或 实)线性赋范空间， lldl 为元素 I的 
模或 范数. 

在以后的讨论中一般均指复线性赋范空间，并简称为线性赋范空 
间，并称其为空间.对于 • raea ， 定义距离 

p ( x , y ) = \\x — y \\. 

容易证明，〆 Ay ) 满足距离三公理，因而是一个距离空间.以后 
约定凡讲到线性赋范空间时总认为它是距离空间，且距离由 p ( x 9 y ) = 
—: yll 来 定义. 

有了距离，便可以引入收敛性概念.称序列 收敛于 a 是指 

lim lli” 一 x \\ = 0. 

n—oo 

这种收敛常称 为依范数收敛 ，记做 limx M =x. 

n—oo 

有了距离，便可引入以 i 为中心、 r 为半径的球邻域 

U r ( x ) {y ^ r \ ||^ — ^11 < r ) , 

于是欧氏空间 IT 中开集、闭集、聚点以及稠密性等概念都可以搬到线 
性赋范空间中来. 

定义3 完备的线性赋范空间叫做 Banach 空间 ，简称为忍 空间. 


几个重要的 Banach 空间 

1•复欧氏空间 c •设，…， A)ec， 引进范数 



CT 是一个 Banach 空间. 

2. 空间 C(M )( M 是一个紧距离空间).显然 

11/ II = max |/(x) | 

x^：M 
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是一个范数， C ( M ) 是一个五 空间. 

3. 1/(!0，户）（1<户<00)空间.设(《0,潑， #) 是一个测度空间，/是 

n 上的可测函数，而且 \f(x)\ p 在上 p 可积. 这种函数/的全体叫做 
⑴ ，遂 上的户次可积函数空间，记做 Z / CQ ，/0， I / CQ ， 沁按通常的 
加法与数乘规定运算，并且把几乎处处相等的两个函数看成是同一个 
向量.经过这样处理过的空间 Z / CQ #) 仍是一个线性 空间. 定义 

/ r 

ll^ll = \ u ( x ) \ p dx ， 

J Q 

那么 II • II 是一个范数 • Z / CQ #) 是一个 5 空间 • 

它有两个重要特殊 情形： 

(1) <0是 Iff 1 中一个 Lebesgue 可测集， dp 是 Lebesgue 测度时，就 
是 L 2 (0), 

(2) 当时， P 是等分布 测度： ju ({ n }) = uyne N ). 这时候 
由满足 人 K < oo 的序列/={人}二组成，即广 

n=l 

4. Sobolev 空间 H m,p ⑴) .设 <0是 M ” 中有界连通开区域 ， m G N ， 
1<户<00,对于 CT 03) 中的元〃，定义 

— r \ 

W U Wm,p = 2 1办(工)阳) • 

' \a \ ^ / 

不难验证 II • IU 是范数，但依 || • ||_不是完备的… 

任意不完备的线性赋范空间 I ，可以把它完备化，即确定一个完 

备的线性赋范空间可以连续地嵌入 i 成为其稠密的子 空间. 

将 CT 03) 的子集 

¥ 

s—{ue c m m I w 一 < oo } 

按照模 lUILj 完备化，得到的完备化空间称为 Sobolev 空间，记做 
H m ， p ( n ). 它在偏微分方程论中起着非常基本的重要作用.特别当户= 
2时， / T ’ 2 ⑴)简单记成 H m ( W - 

引进范数或引进距离是为了研究一种收 敛性. 不同的范数有可能 
导致相同的收敛性.导致相同收敛性的范数称为互相等价的，确切地 
说： 
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定义 4 设1卜11 1 与1卜11 2 是线性空间上两个不同的范数.若当 
00时， 

II 工 J 2 — — 0 ， 

则称II • 11 2 比II • IL 强.如果II • 11 2 比II • L 强而且又II • L 比II • 11 2 强，就称 
1卜11 1 与1卜11 2 等价. 

命题5为了 114 2 比1卜11 1 强，必须且仅须存在常数 c>0, 使得 

lUlli ^ C || x || 2 , X G 淡' • 

推论6 f 上的范数II • Ih 与II • 11 2 等价的充分必要条件是存在常 
数 q，c 2 >0, 使得 

c x IMIi < lkll 2 < c 2 \\x\\ 19 V ^ G 

定理 7 有穷维线性空间上任意两个范数等价. 

本定理 表明： 具有相同维数的两个有穷维线性赋范空间在代数上 
是同构的，在拓扑上是同胚的. 

有穷维线性赋范空间必是 Banach 空间. 

推论8 5空间上的任意有穷维子空间必是闭子空间. 

定义9设是线性空间 I上的一个函数，若它满足 

(1) Pix + yXPU ^+ PCy ) (Vx，3；e 免 ）（ 次可加 性）； 

(2) PCXx )= XPCx ) 0^>0^尤€免）（正齐次性）， 

则称 m 上的一个次线性泛函. 

如果尸还满足尸(工）>0(乂：^没0，并且代替（2)的是/ > 0工）= 
UlPCxKVAG K，VxG 免)，则称 P 是一个半范数或 半模. 

次线性泛函的 性质： 

(1) 尸⑹= 0•事实上，从正齐次性，令 i = 心 A=2, 即得 

P(ff) = 2P(ff)=^P(0) = d, 

(2) PCr) 是凸函数.根据次可加性有 

P + (1 — ^ P (A^) + P( (1 — A)^) ； 

再由正齐次性有 

P(Ax) +P((1 - A) ： y) = XP(x) + (1 - A)PO ；)， 

故有 

P(Ax + (1 — A) 3 ；)< XP{x) + (1 — A)P( 3 ；). 
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(3) V A<0 ， P(Ar) =P( IAI (— «z)) = \ A \ P(—x). 

(4) |P(x)-P( 3 ； )|<max{ \P(x~y)\,\P{y~x)\). 

定理 10 设 P 是有穷维万空间 I 上的一个次线性泛函，如果 
P(^)^0(V^G^) ，并且尸(工）= 0<^>工=夕，则存在正常数 q，c 2 ，使得 

^ \\ x \\ < pu )^ c 2 iuii (v e 幻. 


应用（最佳逼近问题） 

定理11 设，是一个线性赋范空间，若 e 19 e 2 ,- 9 e n ^^ T 中给 
定的向量组，则 VxG%， 存在(<，七，…，虻，使得 


X — 
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2 

2=1 



其中 f=(U 2 ，•••，？„)• 

定义12 空间 (^，IHI) 称为严 格凸的 ，是指 


必有 


IUII = IWI = 1 11 «工 + 办 11 <i (V «，/? > o ，《 + /? = 1). 

定理 13设免是严格凸的 F 空间， （ g ，^， …，^)是免上给定 
的线性无关向量组，则存在着唯一的一组最佳逼近系数 
( A 1 , A 2 ,*", A„)G ，适合 

n n 

x — 2 义， = min { x — ^ f 1 }• 

1 i=l f 0 RT” t = l ' 


有穷维 iT 空间的刻画 

定理 14 线性赋范空间 f 为有穷维的充分必要条件是 f 的单 
位球面是列 紧的. 

推论15为了万> 空间％是有穷维的，必须且仅须其任意有界集 
是列紧的. • 

引理 16(F.Riesz 引理） 如果是万空间 ^的一个真闭子空 
间，那么对¥0<£<1，33^免，使得113^1 = 1，并且 

11^ — -^ll ^ 1 — € (V ^ 0 ). 


商空间 

设 f 是线性赋范空间，是 f 的闭线性子空间，对于 a：,^e 
I，若 x — y ^^ r 。，称 : r 与 y 等价.将 f 中向量按等价分类.把每一 
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个等价类看做一个新的向量，这种向量的全体组成的集合用 
表示，并称其为商空间. 

命题17 (1) 若 / f 。， 则 Dr ] 的充分必要条件是 Dr ] 

- X ^ o * 

(2) 若在。中引入加法与数乘 如下： 

def 

~^] + [: y] ~ jo + y + 免 0 ， M ， [: y] 6 ^ 1 ^ 0 ; 
a\^x~\ — ax + ^T q , \_x~\ G G 

其中 i 和 y 表示等价类 [ x 〕， b ；] 的任一元素，又规定范数(见图 1. 5) 

IIO]" = inf{ II 之 |"2 ： G _[>]}，V M G ^ 09 

那么(没 ， || • || )是一个线性赋范空间. 

(3) 若 o ] e !7，。， 则 

inf { ||^: — x 0 \\\x 0 G ^ 0 } = II [ 工 ] II. 



典型例题精解 

例1用匚(0，1]表示(0，1]上连续且有界的函数 x ⑴全体.对 

GC(0，1] ，令 ||x|| = sup 1*2： ⑴丨•求 证： 

0«1 

(1) IMI 是 c(o，i] 空间上的 范数； 

(2) r 与 c(o，i] 的一个子空间是等距同构的. 、 

解 （1) 略 •（2) VxGC(0,l], 

{ x ( i )， x (+)，...， x ( 士)，…卜 r , 
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IkIL 


sup 

n^l 


X 


1 


n 


^ IUII. 


反之， Va = ($，€，•_•，&， …） er ， 将点列 （1， t )，|， f 2 


n 


次 ，…用折线连接起来，得到一个函数 




iwu 


注 


x a {t) G C(0,1], 

Halloo < Ikll 

IUJI < IkIL 

折线函数在每一个折线段上的最大值由端点值 决定. 原因是 


IkIL = Ikll 


x{t) = x(a) 


b - 

- X 

b 一 

一 a 


+ x { b ) 


x 


a 


b 


a 


1 工⑴丨 < I 工⑷ 


b 


x 


b — a 

例 2 在 C 1 !；—1，1] 中，令 


\ x { b ) I 


x - 

- a 

b - 

一 a 


^ max { \ x ( a ) | , \ x ( b ) | }. 


ll/ll, 


(1/ ⑴ 1 2 + \ fix)\ 2 )dx 

—1 


丄 

2 


V / G C J [ — 1，！]• 


求证： （ c 1 [一 miMIpF 完备. 

分析为了证明 0： 1 [ — 1，1]，1卜|| 1 )不完备，只要在0： 1 [—1，1]， 
II • II P 中找到不收敛的基本列./(^)= |^：|是不属于 C 1 [一 1，1] 


的最简单函数之一 • / n 0 r)= A I 



2 
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(- l < x < l ) 是点点收敛到 



/( x )= bl 的最简单函数列之一.因而我们从考虑丨人 U)= A /l 
(―I 入手. 


n 


证考虑 C 1 [一 1，1]中的函 数列: 





x 2 + 


n 


一 1 ^ x ^ 1) 


第一步 证{ 人 u )} r 按范数是基 本列. 

x 


事实上， / Icr ) 



，不妨设则有 


X 


2 


n 
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X 


2 


n 



x 


2 


m 


1 

1 

. n 

m \ 



x 


n 



x 


2 


m I 


< 


n 


4 


X 


2 


n 


我们有 


h < 


n 


4 


rl 


1 


—^Ax 


0 丨工 2 


n 


n 


4 


x 


2.2 


Ll + w 

4 


+ n 3 arctann 


x 


x=\ 

x=0 


n 


4 


n 


\n 2 + 1 


+ n 3 arctann 




0 in oo) # 


于是 


||/ m (x ) — 人 Cr)||; — 0 im，n — oo). 


第二步证 


f n ( 工 ) 



X 


2 


n 


— 1 ^ ^ 1) 


在0： 1 [—1，1]，|卜|| 1 )中不收敛.这只需证{人0：)}「按范数1卜11 1 收敛的 
极限元素不在 c 1 [一 1，1] 中. 

事实上，记 f { x )= \ x \. 因为 


II 人 （工） 一 /( 工 ）11 


(|/ n (x) — fix) | 2 + |/ n (x) — f (x) \ 2 )dx 




一 1 


0 



X 


2 


X 


n 


2 


0 


1 - 


X 



X 


I 


n 


Ax 


2 


8w 3 + 6^ 2 + + 2 2 



3n 

3 

n 



A 



1 1 

2 

1 

1 - 

一 2 i 

— 

- — arctanw 
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n / 


V ^ z 2 + 1 
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IHI 

所以 lim ||/ n (: c )— /( 1 :||〗= 0,即有人 Or ) —，换句话说，{人(工）}!° 

n—oo 

按范数 IML 收敛的极限元素就是 k I ，但是 k I 1 , 1 ] •这意味 

着，{人(1)}!°在 ( c 1 [一 1，1]，1卜11 1 )中不收敛. 

综合以上两步知，在 ( c 1 [一 i ， i]， II • lip 中存在不收敛的基本列 



X 


2 


，从而 ( cT — 
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例3在 C [0，1] 中，对每个: cGC [0， l ]， 令 


X 


II ! 




\ x { t ) \ 2 At 


'士 


0 


X 


| 2 = (1 + 0 \^ c (0 \ 2 dt 

\ J 0 


丄 

2 


求证 II • II i 和 II • II 2 是 C [0 ，1 ] 中两个等价 范数. 
证显然 lUKIId ^ .考虑 


X 


II 


(1+0 \ x ( t ) \ 2 dt 


o 


\ x ( t ) \ 2 dt + 


o 


| 工 (0 1 2 cU 


0 


d \ x { t ) \ 2 At = 2 ll^llj 
Jo 


=^IUII 2 ^ V~2" ll^llj. 

例 4 设万 C [0, oo ) 表示 [0, oo ) 上连续且有界的函数 / Oc ) 全体， 
对于每个 / G 万(：[0,00)及“>0，定义 

/ Y 1 

II/" ， re- ax \f^\ 2 Ax)\ 

\ J 0 / 

tr 

(1) 求证 IML 是召 c [ o , oo ) 上的 范数； 

(2) 若 a ，6>0， a ^， 求证 || • ll a ， IML 作为 BC [0, oo ) 上的范数是不 
等价的. 

证不妨假设 6> a >0, 显然有11/ Kll / I | a ， 由此可见，为了证明 
不等价性，只要证不存在 C >0 ，使得 

ll/IL<dl/IL (V/e 5C[o,oo)>. 

11/ II 2 

只需证3人 e 汉: [0, oo )， 使得 oo •考虑(见图 1.6) 


35 


e a % 0 ^ x ^ n 9 

def 

g n ( 工 )― i e an (n + 1 — 1 )，n ^ x 

、 0 ， x ^ n + lj 

r def / '~~ 

~ V 茗 „( 工）， 



o n « +1 义 


图 1.6 

例 5 设免是两个线性赋范空间，称 

— ^f x X ^I — { (-^1 ，工 2) l* 2 ^ G ，工 2 G ^2 } 

为与 f 2 的 笛卡儿空间. 规定线性运算 如下： 

a{x l ,x 2 ) + ^(yijy 2 ^> = ^ ax \ + Py\^ ax i + 〜）， 

a 9 ^K, x x ,y x ^^r j, 工 2 ,3 ； 2 6 免 2 ， 

并赋以范数 

|| = max (II A II” IU 2 H 2 ), 

其中 II • II i 和 II • ll 2 分别是和免 2 的 范数. 求证 ：如果 ，1 2 是召 
空间，那么^也是 B 空间. 

证 设 U (w) } 是免中的基本列，其中 i (w) = ，4° ) ，则 

|| 工⑷一 x im) || — 0 (w，m — oo) 

f \\ x ^ — x^ ) \ l — 0 ( w，m — OO ) ， 

1 ||^ ： 2 n) — ^ 2 m) II 2 — 0 (n，m — oo). 
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因为 是 召空间，所以 3〜 e 使得^;又因为是 B 空 
间，所以3 a e 免 2 使得 ^ 2 (n) -x 2 . 


将 


def 




( x 1 ^ x 2 ). 下证 


IMI 


.事实上， Ve>0,3iVG N， 使得 


\\x M -X (m) \\<j- (V n,m>N) 

tl 工 i(”) 一 x i m) II1 < Y (V n 9 m> N) y 

=^< 

— x 2 m) U 2 < 音 (V n,m> N) 

IUi (w) — 工 illi < 音 (V n> N), 

rn-^oo 乙 

=^< 

114° — 4 (V«>AO ， 


由此有 


|| 工(”） 一 x\\= maxdf 〉 一 \\xl n) — x 2 || 


^ ~ £ (V ” > N ). 

例 6 设 f 是 f 空间， 求证： I 是 B 空间，必须且仅须对 

oo oo 

V { xjcz^r J 2 IU„||<oo=^2 > r„ 收敛. 


n ： 


m+p 


:1 

m+p 


证必要性由<2 iu』 知显然. 


n- 


充分性设 U „} 是基本列，由§2例2只要证存在一串收敛子 


列. 


事实上，对 Mke n , 取 q 


，因为是基本列，所以3%，使得 


\/打，肌>?^，有|| > 2：„ — > 2：』<；^，于是3〜，当时，使得 


• vji 〈 


取 3^= a , (々 = 1，2,…），改写 


k 


2(乂 + 1 —乂) 


i=\ 
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因为 



由条件假设， — 3 V ) 收敛，即{%}收敛，也就是收敛，亦即 

£=1 

{心}存在一串收敛子列- 

例 7 在 M 2 中，对 M x ={ x x 9 jc 2 ) G ®. 2 ，定义范数 IUII = max ( \ x 1 \ 9 
| x 2 1) ，并设 (0，1)， h = (1，0) •求 aG 肢 1 ，使之适合 


||x 0 — ae-^W = min |U 0 — Ae Y \\, 

^ r 1 


并问这样的 a 是否唯一？请对结果作出几何解释. 

解 ||x 0 — < 2 ^!II = 11( — a ， 1)11 = max{ |a| ， 1} 

_ I \ a\ , \a \ > 1, 

~ ll , |a 丨 < 1， 

min IU 。一 <^11 = 1，最佳逼近元 { aq} |aKl 不唯一（图 1. 7). ( M 2 ， IM ) 非 

^ R 1 

严格凸，如图 1. 7 所示，图中的正方形围线是 （ M 2 ， || • || ) 的单位球面，当 
x ^ y 位于正方形围线的任一边上时，显然有 



X % 0 = ( Q , 1) 



o 


f —-~~ \ 1 




q = (i ， o) 


ae l 






图1, 7 


例8设^是线性赋范空间，函数％ M 1 称为凸的，如果 


不等式 

<pihc + (1 — A)^y) < X(p{x) + (1 — X)cp{y) 

(V x ， 3 ； A< 1) 

成立.求证凸函数的局部极小值必然是全空间最小值 • 
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证用反证法.设:是局部极小点，则 

彐 A G U ( 工 0 ) ，使得 9^ X \> ^ ^o) - 

如果，使得 〆 AXpCro )， 那么 

.' . 

却 O 0 ) + (1 — X)(p{x 2 ) 

< A^C^o) + (1 — A) 9 (^ 0 ) ^ 9 、工 。 • 

% 

这与 〆 A) 》 〆 ％ ) 产生矛盾 • 故结论得证 . 

例9设 (％，II *11) 是一线性赋范空间， M 是 f 的有限维子空间， 
力七，… ，&是 M 的一组基给定发 G 免，引进函数 F : r — 肢 1 ，规定 

作) ， c „) = I i ； ⑽-冰 

k^i 

(1) 求证 F 是一个凸函数； 

(2) 若 F(c ) 的最小值点是 c= (q ， c 2 ， ••• ， < ： „) ， /=^=1]<: 的，给出 g 

]=1 


在 M 中的最佳逼近元. 

证 （1) 根据凸函数的定义，考虑 

n 

F(Xc + (1 - A)^ ) = I 2 (Aq + (1 — X)c k )e k - (A + (1 - X))g 

是 =1 


n 


n 


1 


g + (1 


A)( ^j c 'k e k — g 
k = l 


n 


n 


< a|| y]c k e k — g 

k = l 


+ (1 — A ) ^^ c k e k 


g 


走 =1 


AF ( c ) + (1 - A ) F (^). 


n 


( 2 ) 对 vfGM ——对应有…乂） em ， 使 


k^l 


iu 


,. .、 

^|| = mm |U - ^|| 


min F (c) — F(c). 

( c l ， c 2 ，…， Si )€ I ^ 


例 10 设免是 f 空间，，。是，的线性子空间，假定 3 ce 


(0，1)，使得 


inf \\y 

x ^3 f t 


工 II <dW (v a e 幻. 


0 


求证： 在 f 中稠密. 
证 考虑 y y e ^ r . 
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P ( y ^) = inf b ~^ ll < dl ^ ll—- ll = 1 ^ .6(0,1), 


xe^r 


o 


piy.^T 0 ) = inL ll：y — 工 

x ^：3 iT . 


^0 C ^0 


0 


< inf \\y — x\\ 

t 


p(y,^T 0 ) < c. 


0 


用反证法•若， S ，， 由 Riesz 引理，对^>0,3 561。，使得11』 

1—c 


1，并且 p ( y 9 ^ r 0 )> l - e . 于是取 e 
e ^= c ， 矛盾. 


>0,便有 p ( y ^ 0 )> L P > 


例11 设 C 。 表示以0为极限的数列全体，并在(:。中赋以范数 
\\ x \\ =sup |^ n I ( V * r = (芒 1 ，$ 2 ，…， 6 C 0 ). 又设 

n^l 


def 

M= \ x 


{^ n )7 =l 6 C 0 2^ = 0?. 

n-=l ^ 


(1) 求证. • M 是(:。的闭线性子 空间; 


证 

芒4,…），则 


= (2,0 广 

_• ，0,…），求证 ： inf 


zeM 


iUo - > i . 

设 ： T U )= 

一 ( . ^(n) 

-(Cj y ，“，匕， 


X 




(U 


X 


in ) 


• r=^lim sup — ^ | = 0 

n-^OO k^\ 

： (n) 


2 




W k 


2 


Ve>0,sup|^-^l<e (d 

^ 一 专 (N) oo ^(N) 


2 k 



0 







坌 A - 纩) 


k 


2 k 


OO a 

< e== ^2 fk 

k=l L 


0, 


故工 = (6 ，芒2, … ，匕 ，…） GM . 

(2) 设工 0 = (2,0 ， -_- ， 0,…）， VwG N ， 

def 


X 


On) 


1 - 




1, 


• • • 


i ， o,o, … e m ， 


I 


p { x 0 ^ x im) ) = 1 + 


\tn— 1 


p(x 0 ,M) < 1. 
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V ： yGM ， 要证 llx 。一 y ||〉 l •用反证法 • 

设彐》 =( H ， …，^，…） 6 M ， 使得 ||工 0 — ： yKl ， 则 

— y = (2 — 1，一 匕，…， 一 …）， 


Uo — ：vll < 1=^ 


I ^ I ^ 1» ^ ^ 2 ， 
12 _ ?! ^ 1. 


又由 

IU < 1(^ ^ 2)=^ 
又由 M 的定义， 


OO Jk 

s 是 

Zi Vk 

k = 2 L 


<2 


k = Z 


湿 

2 k 




y =— Zj T k T = 9^ <"7=^ 1^11 < 1- 

L Jk =2 ^ 乙 k =2 ^ ^ 

这与 2 —矛盾.所以 IIxq - -^ II >1. 两边取下确界，得到 

p(x 0 ,M) ^ 1, 


p(x 0 ,M) < 11 


=1. 


注 i 对 { nih %， 因为 m — o , 所以当是足够大时， m < i . 

注 2本题提供一个例子说明 ：对于 无穷维闭线性子空间 M 来 
说，给定其外一点 * r 。 ，未必能在其上找到一点: y 适合 II A — ^ || = 

换句话说，给定 M 外一点未必能在 M 上找到最佳逼近 


元. 

例 12设 f 是乃 # 空间， M 是 f 的有限维真子空间，求证： 3^ 

ei ， bll=i , 使得 b — 工 ll>i(VieM). 

def 

证 \/ y 0 e ^ r \ M , d—mi b 。一 工 ll > o , 由此得 v”e N ，3 x„e 

x^M 

M ， 使得 


d ^ 11^0 ~ ^nW < J + 士， 

ll-^nll ^ 11^0 _ X nW + H^O II ^ H^O II + J + 1 ， 

即 U „} 有界.又 M 是有穷维的，所以有收敛子列，不妨就是整个序 
列.设 x n -^ x 0 6 M , 

d < 11^0 - x n\\ <d + 丄 =^ll ： y 0 — 工 oil = d. 
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y ~^~ y ° y MW y\\ = 1 . 对 V^GM, 


1 ^ — ^11 


yo ~ x o 

~~ d ~~ 


X 




d 


— ( 2 。+ dx) ^ 


d_ 

~d 


— 1 Qi x^z M ). 

例 i 3 a ) 定义映射 p 为 

f(^) = M ， 

求证是线性连续映射； 

(2) V [ x ] e ^7 贫 V ， 求证： 3：^，，使得9^) = [：^， 并且 IUII < 

2 II Mil ； 

(3) 设贫'是 Banach 空间，求证 汉 I 也是 Banach 空间. 

证 ’ （1) 已知 pOr ) = [ x ] : f 义。，因为 

11^)11 = ll[x]|| = inf |U|| < IUII , 

x^z [x] 

所以 p 连续. 

(2) V [_ x ] 0 ，[工]/[汐]，因为 inf IUII == 11[工]11，根据定义， 

zeM 

下确界是最大下界，所以2 II Mil >0非下界.于是存在 z eDr ]， 使 

pO) =[ 工 ] ，且 Ik II <2 IIM1L 

* (3) 只要证明 ^/^ T 0 中的基本列都是收敛列.事实上，设 {[A]} 

*■ - « 

• . , ^ - 

oo 

是的基本列，不妨设2 II [ ln +1] — [ A ] II 收敛.由⑵， 


n=\ 


彐 ： yn G [尤 


n+1 


工 72] ， ll^wl ^ 2 [工 n+i] [工 72] II • 


补充 Dco ] = M ， 并根据例6, 


D u 收敛收敛 


n = 0 


n = 0 


令 *2：= D ： y „ ，贝 lj 有，并且 


72 = 0 


M 


lim[xj 


cpix) — 2 9(y n ^= X) [ a+i — x «] 

n=0 n—0 
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从此 U 形等式串的两端即知 {[>„]} 是收敛列，并且 




{/e 没 n/(o)=o}， 求证： ^r/^c 


例 14 设 l=C[0，l],f < 

与 K 等距同构. 

证 先看一个特殊情况，如果 K= tf，^ = C[0，1]， 那么义 0 = 
{/@|/(0)=0}就是过原点（0,0)的区间[0，1]上的全体连续曲线. 
y=C[0，l] 可以看成 

def 


C[0,1] 


m ， 

y^R 1 


X 


{/ G^|/( 0 ) = 3 ；}. 


换句话说，对 y y e ^\ x y 便是过点 （ o , 3 ；) 的 [ o ， i ] 上的全体连续曲线. 
再换句话说， X ，可以看成方将出发点从 ( o , o ) 平移到 (0，： y ) 产生的. 
进一步，用抽象的语言说，就是每个元素对应着 ^ r /^ r 0 的元素. 
现在，对▽[/]6^7免。^/€[/]，设/。=/(0)€1^.引进映射 

T ： ^r/^r 0 ― K, T[/] = / 0 . 

下证: T 是 f A ^。— K 的同构映射，即 

\Tin I = lie/] ii. 

事实上 ，一 方面，注意到 / Or )^/。 e [/] ， 便有 


II [/] II 


=思 11/11 < |/ 0 |； 


另一方面，对 VeX^AeL/]， 使得 

II [/] II + € > ll/ill = max l/A) I > |/i(0) | = |/ 0 |. 

«e[o,i] . 

再让 e— 0,即得 

. \\U3> l/ol. 

综合以上两个方面得证 ll[/]ll = l/ol ,BP |T[/]| = |/ 0 |. 

例 IS 设 C% 表示只有有限项不为零的数列 全体; C。 表示以0为 
极限的数列全体，并在 C。 中赋以范数 

11^:11 =sup |^C n | , \/ X= GC 0 . 

n>l 

又设集合中每个数列的各项总和为零.求 证： A 在 C 。 中稠 

密 • 

证 N ， 使得 

r„| < e/2, V n^ m. (1) 
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def 

令 ，〜，0,0,…），则 ，并由 （1) 式有 

|| x — x im) || = sup \x n \ < e/2. (2) 

n>m 

令 f = > r 1 + < 2 ： 2 + … +〜 ，并取代 N 足够大，使得 U I / q < Ce / 2 . 进一步，取 

—t — t — t ' ^ 

y == 尤1，工 2，" •，工 m ， - ， - ，•“ , - ，0, ()，••• ， 

■ 、q q q , / 

V 

夂个 

则有: vG 义，并且 

II， —M < +• (3) 

q 1 

联合(2)， （3) 式我们有 

II 工一 : yll = 11 工 一 ^ (m) ll + lk <m) — 3^11 < e/2 + e/2 = e. 

• * • • ， 

由此可见， A 在 C 。 中 稠密. 

例16设集合 

a = u e c 0 | ikii < i，r 的每一个坐标都是非负的 }， 

其中 Co 的定义见例 15. 又设 d ( A )= sup Ik—y|| ，即 <i(A) 表示集合 A 

的直径.求 证： 

(1) d { A ') = l \ 

(2) 对任意固定的: tG A， 有 

sup \\x — a|| == d{A). 

a^：A 

证 （1) 一方面，对 (^19^2? ••• •••) 6A，3；= <3； i ，3；2> •••> 

知…） GA， 因为 || < 2：Kl， < 2： 7 ^0, 所以 ， 

0 < 工” < 1 O = 1，2，•••）• 

同理 0<：y<l(72 = l ，2,…）•故有 

\^ n — y n \ < l=^d(A) < 1 . 

另一方面，取 

x = ^ (1) == (1 ， 0,0,…），： v = 3 (2) = (0 ， 1 ， 0,0 广-)， 

则有尤，3^乂，并且 ||x—y||=l •由此可见， 

联合以上两个方面，得到 d(A) = l. 

(2) 对任意固定的工== On X2, …， A ，•••）€儿一方面，因为 
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sup IU — all < sup \\x — a\\ = d{A) 

jc^a^A 


aeA 


所以 sup ||x — a||^l. 

a^A 

另一方面，对任意给定的 n ，3々„， 使得 


则有 


夂丨 ” = 1 ， 2 


令 


则有 


\^k _ 1|>1— I 工是 |>1 

n n 


n 


w = 1，2, 


• • • 




def 




(()，•••，0， l ，0,0 ，“O G 盧， 


x 


s ihn> = ,x k — 1 ,x k ，工 4 +”•••)， 

n n n ' 


Ik —汐 (〜 ）11= sup{x lf x 2 ,-^ , \ x k — 1 I ,X k ，工厂 +!，•••} 

tt n n 


故有 


n 


1|>1 — 7 ，” = 1，2,… 


sup || Jr — a|| ^ || Jr — 〜 )|| ^ 1 — — 

aeA n 


两边令 oo , 即得 sup || x - a ||> l . 

a^A 

联合以上两个方面，得到 sup \\ x — a \\ = l = d ( A ). 

aeA 


凸集与不动点 


基本内容 


定义与基本性质 

一 般线性空间中的凸集概念是从平面凸集的特征性质中抽象出来 

- / . 

的•这性 质是： 若五是一个平面凸集，则对于五中任意两点 x ， h 连接 
这两点的线段也在五内，即 

Ax + (1 — A)^ G E (V oc^y G E 9 \/ 0 A ^ 1). 
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这个性质并不要求空间具有拓扑结构，所以这个概念可以扩充到一般 
的线性 空间. 

定义1设，是线性空间，£[，，称£为一凸集，如果 
Ar + (1 — A)j G 五 (V x^y G 五， V 0 ^ A ^ 1). 

下面命题可从定义直接推出. 

命题 2 若 ㈤ IAGA } 是线性空间 X 中的一族凸集，则门私也是 

xeA 

凸集. 

>. • Si : ' t 

定义3设 I 是线性空间，若 {£ A | AeA } 为^中的包含 

广:. 

A 的一切凸集，那么称 f | £ A 为 A 的凸包，并记做 co ( A ). 

AG A. 

换句话说， a 的凸包是包含 a 的最小凸集.又对 v^e n ,^,^ 2 , 

n 

…， A ， 称为 x l , x z r -^ x n 的凸组合，是指其中系数满足 

2 — 1 
71 

0 , ^ A , = l . 图 1. 8 给出的是72 = 3 时 ^ coixi ，《2：2 ，： T 3) 的 图形. 

t=l 


A 



图 1.8 


命题4设，是线性空间，那么 A 的凸包是 A 中元素任 
意凸組合的全体，即 

71 

^ 0, = 1， 

心 卜 1 

x { G A 9 i — 1 ， 2,… ， w，V N 

定义5设^是线性空间， C 是^上含有^的凸子集，在 I 上 
规定一个取值于 [0, oo ] 的函数 

.... ■■•.-• ■- ' _ ' ■ . 

P(x)=inf{A>0 ^Gcj (Vo：eD 

与 C 对应，称函数 P ( x ) 为 C 的 Minkowski 泛函. 

46 





命题 6 设^是线性空间， C 是 f 上含有彡的凸子集•若 P 为 C 
的 Minkowski 泛函，则 P 具有下列性质： 

(1) 尸 Cr)e[0,oo] ; 

(2) P ( A « r ) = A 尸 Cr )( V ： re ，， VA >0)( 正齐次 性）； 

(3) 尸(工+3；)<尸(工）+尸(300^，3^免）（次可加性). 

定义 7线性空间 f 中，含有0的凸集 C 称为是 吸收的 ，是指 
V 工 G 免， 3 A >0, 使得 f ec ; 称 C 是对 称的， 是指: 

平面上吸收凸集和对称凸集的图形如图 1. 9 所示. 



对称凸集 非对称凸集 

图1,9 


命题8为了 C 是吸收凸集，必须且仅须其 Minkowski 泛函尸 Cr) 
是实值函数;为了 C 是对称凸集，必须且仅须 PU ) 是实齐次的，即 

P(asc) = \a\P(x) (V « 6M 1 ). 

对于复数域线性空间上的凸集，代替对称性我们引进均衡性的概 

▲ f 、 1、 • 

定义9复线性空间 f 上的一个子集 C 称为是均衡的，是指 

x ax G C (V « € C, \ a\ — 1). 

定义 10( 半模）设 P : 是线性空间^上的一个函数， 

POr ) 是一个半模是指： 

(1) P(x)>0 (\/xe^T); 

(2) P<ix+y)^P(x)+P(y) 

(3) P(ax)= \a\P(x) (V«G 

命题 11 复线性空间 ^ 上的任一个均衡吸收凸集 C ， 决定了这 
空间上的一个半模 • 

命题12设贫'是一个万*空间， C 是含有0点的凸集•如果尸(工) 


47 



是 C 的 Minkowski 泛函，那么 

(1) 如果 c 是有界的，则 3q>o, 使得尸 (x)> Cl luiuv^e^), 
从而 P(sc) = O^=>sc = 0. 

(2) 如果 C 是闭的，则 P(x) 下半连续，且有 

C = {x | P(^c) ^ 1 }. 

(3) 若 C 以 0 为一内点，那么 C 是吸收的， 3c 2 >0, 使得尸 U)< 
c 2 lldl(Vzea)， 并且尸 U) 是一致连续的. 

推论13若 C 是 1T 中的一个紧凸子集，则必 3meN ，m< W ，使 
得 C 同胚于 BT 中的单位球， S 卩3 A 以 (M)—C， 使得 
(1) f 是单射、满 射； （2) 9 ， ? 十魏、 

Brower 与 Schauder 不动点定理 

定理 14 (Brower 不动点定理）设万是 R ” 中的闭单位球，又设： T : 
b 今 b 是一个连续映射，那么: r 必有一个不动点 xeB. 

联合推论 13 与 Brower 不动点定理，有 

推论15设 C 是 1T 中的一个紧凸子集，: T: C-C 是连续的，则: T • 
必有一个在 C 上的不动点. 

定理16 (Schauder 不动点定理）设 C 是空间中的一个闭凸子 

集，： r: c—c 连续，且: r(c) 列紧，则: r 在 c 上至少有一个不动点. 

定义17设 a 是空间，五是 a 的一个子集，映射: r: E— 
^ ，称它是紧的，是指它是连续的并且映五中的任意有界集为X中的 
列紧集. 

推论18设 C 是万#空间中的一个闭凸子集，： r: C-C 是紧的，则 
: r 在 c 上至少有一个不动点. 


典型例题精解 


例1设I是一个炉空间， C 是以沒为内点的真凸子集，尸 (X) 
是由 c 产生的 Minkowski 泛函，那么 

CD xec^PdxXi ； ’ ' 

(2) C—C. 
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证 (1) xGC =^3 £>0,使得 

者十 GC 令尸 (:)<击<1. 

1 + s 

反之，若 尸 Cr)<l ， 一方面，取 £=1 — P(x) , 

x x 广广 ^ 

X== T = Fix') + s G C? 

另一方面，由尸 (x) 连续性， 3 沒>0,使得 

P{x ’、 < 1 (V ^ G B(xjd))=^x f G c, 

故有 

(2) 一方面，(^ (=0^(!： 匚 G 另一方面，由 

_ c = {工| 尸⑴< 1} 

=^C = {x\P{x) < 1} - {x|P(x)<l}3C. 

例2 a) 若 f 是有限集， 求证： cocp ) 是列 紧集； 

(2) 若集合 A 是列紧集， 求证： CO (A) 是列 紧集. 

证 （1) 设 {^：1，2：2, …， 2：m} ， 考虑 

.m tn v 

co(F) = I z { 6 F = 1,A,o}. 

对 Ve>0 , 将区间 [ o / l ] 作足够多等分，使得分点间的间距小于 

—，若由这些分点组成的集合记做£，那么£便是区间[0，1]的 

2 11^11 、 

1 = 1 

有穷^—网. 

1： 11^ II 

i = l 

m 

事实上， v：yeco(F)，3A_eF，A t e[o，i]，2>=i， 使得 

间 

m 

y = Dk ， 

i^l 

于是 

彐人( € ) G E 9 I 人一 人⑷ I < • 

2 Ik. II 
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令 / £) =2心 则有 

b (£) - 3^11 s 

„ II V 

m m m 

I ^ ^ t (e)z i - 2 ^ Zi ^ 2 k. - du 

1=1 E = 1 f = 1 

从此 u 形等式-不等式串的两端即知 

ll ： y (e) - :vll < £• 

由此可见 ，co(F) 是列紧集. 

(2) 因为 V e〉0 ，3 A 的有穷 e 网 N e ， N e 是有限集，根据第 一 ^小题， 
co(AQ 是列紧的.下证 C oOV e ) 是 C oG4) 的列紧 e 网，即要证 


co ( A ) d |J B ( y 9 e ). 

y^co(N^) 

m 

事实上，对 V ^ Gco (^ L ) j 3 xi ^ A 9 Xi ^ 0 9 —1 ，使得 


X 


〉: 


现在，对每个 a ，因为 CO (伙)是 CO (4) 的 e 网，所以 3 y SVe ，使得 

Wool — ^11 < e (f = 1 ， 2,… 9 m). 

进一步，“移花接木”，将 ^ 的配置在 U } 上的凸组合系数 U .} 配置 
在 {>} 上，构造一个新元素： 


3，—2^-, 

1 


则有 yecoavj ， 并有 


\x 


y 


£ 


V 


mm m 

XI ^ Xi — 2 ^ II ^ 2 人. 11^- — ^ll 

l l l 

从此 U 形等式-不等式串的两端即知 IU — yll < e . 于是 

co ( A ) d |J 厶 (），£)• 

3 ； 6 CO (Arp 

例 3 设 C 是万 * 空间 I 中的一个紧凸集，映射 
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T •• C — C 

连续.求证 T 1 在 C 上有一个不 动点. 

分析对照定理 16( Schauder 不动点定理）的条件和结论，本题只 

要证: T ( C ) 列紧. 

证第一步从已知了： C — C 连续， C 是紧集，推出 : T 一致连续， 
即对 Ve >0,3 S >0, 使得 

\\Tx—Tx\\<^e, x ， xH ^x—x ||<C^. 

用反证法.如果不然， 3 e Q >0 ，VnG N ，3 a ， ZGC ， 使得 

||心 一 夂 || < 丄，但是 || Tx n - Tx ：|| > s 0 . 

因为 C 是紧集，所以存在 U } ，使得 G C •因为 II ' — <11 <^< 

0,故有 2。•又了连续，从而 

Tx nk —TxQ ， Tx 、一 Tx 0 (k —>■ oo). 

于是 \\Tx nk - 7^|| — 0( 々— ⑺). 这与 l|7X 々 一 Tx nk || > e 0 矛盾. 
第二步为了证: T ( C ) 列紧，只要证对 ”>0，了(0存在有限£ 

网. 

首先，根据第一步的证明，对 Ve >0,3 S >0, 使得 

\\Tx - 7V|| <e ， V X，/ e CAx - x' || <d. 

其次，因为 C 是紧集，对此^>0存在有限5 网： 

{ 々， ••• ， sc n }. 

最后，证{了々，…，:^」为： r ( c ) 的有限 e 网•事实上， VyG ： r ( c )， 

3 xGC ， 使得了工•设 Ik — 础<占(1‘<打），则有11了力—了工11< £ •证 

毕 • 

例4设 C 是万空间 I 中的一个有界闭凸集，映射： n : C-^^ra 
=1，2)适合 

( 1 ) yx 9 y€ ： C=^Tix+T 2 y^C ； 

(2) t , 是一个压缩映射，: T 2 是一个紧映射 • 

# 

求证： 7\+了 2 在 C 上至少有一个不 动点. 

分析为了 3 a 使工=0\+了 2 )^， 
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只要 

只要 

只要 


彐 I ， 使(/一了1)1==了21， 

3 x ， 使 2=(/ —了 

T =( I - T l )~ l T 2 ： C—C 是紧映射. 


证设 

11 ^ 1 ( 3^2 — ^1)11 ^ ^ 11^2 — ^lll (0 < « < 1). 

第一步对 Vzer 2 ( c )， 由条件(1)，有7^+之： c—a 
因为:^是一个压缩映射，所以存在唯一不动点 ^ ec ， 使得 

T^y + z = y. 

第二步再对 

V 之 0 G T 2 (C) , 3 z n T 2 (C) , z„ — z 0 (n -► 00 ). 

应用第一 1 步的结果， N ，33^6 C ， 使得 

T^n + z n = y n . (1) 

下面证明 {>} 是基本列.事实上， 

bn — 3dl< \\T,y n - T iy J + IU 

^ ^ ll^n ~' ^mll + \\z n Z m \\ . 

由此推出 

从而 {>} 是基 本列. 又 C 是闭集，所以彐: yoGC 1 ， 使得 y n ~^ yo - 于是由7\ 
的连续性，对 (1) 式两边令 ，取极限，即知 T iyQ + zo = yo . 

综合第一^、第—》两步结果，对 V^：G T2CC } ,3 y ^： C 9 使得 Tiy-{-z = 

>即之= { I - T l ) yWLy = CT — 7\)一 1 之在上有 定义. 

第三步 

11^2 一 II (1 一 a ) Wy2 一 3^i II 

|| A \ 

11^2 — M — T 1 (y 2 — ^i)|| ^ \\y 2 — yi\\ — I|Tj(3 ； 2 — ^) || 

从此 U 形等式-不等式串的两端即知 

b 2 - 3J < 占 II 》 - 4 

故有 
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II a- t , v 1 z 2 - a - TO'^iil < - 之 J ， 

即 a — 7\厂 1 连续•令 

t = a 

' y 

连续 紧 

则： r: c—c 紧，又 c 是有界 闭集. 由推论 18，了 在 c 上必有不动点 
C. 则有 x = Tx ^ T 1 x + T 2 x = x . 也就是 7\+T 2 在 C 上必有不 动点. 

例5设 A 是 nXn 矩阵，其元素％ >0(l<D<n) •求 证： 存在 A 
>0及各分量非负但不全为零的向量肥，使得 Ax = kx . 

证在 R” 上考查子集 

C==={ Oi， …，^:”) R n ^1^ = 1 >^1^0(1^^^)} ， 

i = l 

并作映射—，其中 (儿^ 表示列向量儿^的第 j 个分 

2 ( Ax)j 

7=1 

量.显然 C 是紧凸集 ，且昃 C—C， 从而 3 xeC 9 mnBx = x 9 W Ax = 

A e { n 

h， 其中 A—2 (^)r 显然 A>0. 但是 

7=1 

A = 0=^(Ar)j = 0 ( j = l，2r..，w) 

=^Ax = 0=^x = Bx == 0 , 

这与 x ^ C 矛盾，故 A>0. 

例 6 设 Kx，W 是 [0，1]X[0，1] 上的正值连续函数， 

{ Tu ) (x) = k { x ^ y ) uiy)dy (V ^ G C*[0，1]). 

Jo 

求证： 存在 A>0 及非负但不恒为零的连续函数 w， 满足 Tu = Xu . 

证设 OCmgKh^XM •在 C[0，1] 上考查子集 

C=== \u G C[0,l] [ u { x)dx = 1， m ( x ) ^ o), 


及映射 


CSu ) Cx ) 


def 


k(x f y)u(iy)dy 


o 


ck 


0 


k(t,y)uiy)dy 


o 


V w c . 
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显然 C 是闭凸集，且义 C - C 连续. 

进一步，为了证明 *5(0 列紧，需要证明 
(1) 5(0 —致有界.事实上， 


M 


\S(u)(x ) | ^ 


u(y)dy 


0 


▲ 

m u(y)dy 
Jo 


M 


m 


(2) S ( C ) 等度连续.事实上， 


d ^: 


o 


k(x^y)u(y)dy ^ 


o 


dx 


o 


m • u(y)dy = m 〉 0. 


o 


又因为是[0，1]\[0，1]上的连续函数，所以在[0，1]\[0，1]上 
一 致连续，故对 Ve >0,3 3>0, 使得 

\k{x y y) — k(x f I < me, 当 — / | < 3 时. 

因此，对 Ve >0,3 3>0,使得 Vh / e [0， l]，RSk — Y |<心便有 
I (Su) (x) — (Su) (x r ) I 


k(x 9 y)uiy)dy 


0 


k{x f jy)u(y)dy 


o 




o 


k(t,y)u(y)dy 


o 


d ， 


o 


k(t,y)u(y)dy 


o 


< 


1 

「1 


0 


k(x,y) — k{x f 9 y) \u(y)dy < e. 


联合 (1) ， （2) ，根据本章 § 3 定理 13( Arzela - Ascoli 定理）即知 * S ( C ) 列 
紧，从而由本节推论 18,3 e / eC ， 使得化即 


Tu = Xu f A 




厂 l 

dt k(t y y)u<iy)dy 
Jo Jo 


> 0- 


例 7 设 C 是 Banach 空间 I 中的一个有界闭凸集，: T : C—C 是 
非膨胀映射，即 

\\Tx — Ty\\ < \\x — 3^11 > ^ x,y ^ C,x ^ y. 

求证 ： inf || 2 — Tx\\ = 0. 

x6C 

证任意取定 Z 6 C ， 对 Vee (0， l )， 令 


T P x 


sz 


(1 — s)Tx ， V 工 G C ， 


则因为 C 是凸集，所以7%: C — C . 
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进一步，对 Vx，^€c ，由: r 的非膨胀性，有 

\\ T e x — 7\yl| = (1 — e) \\Tx — Ty \\ , 

于是: T e 是压缩映射，又 C 是 Banach 空间，的闭子集，因此 C 本身是 
完备的度量空间.根据本章§ 1定理8 (Banach 不动点定理），存在唯一 
的 &ec， 使得 

x t = T e x e . 

再因为 C 有界，所以 3M>0, 使得 ||x||<M( VxGC )， 即知 

\\ x e — T x t || 2 Me 

II V / 

|| £2： + (1 — e ) Tx e — Tx e \\ = e \\z — Tx e \\ . 

从此 U 形等式-不等式串的两端即知 

inf || — Tx \\ ^ \\ x e — Tx e \\ ^ 2Me， 

xec 

令 e-^0, 即得 inf ||x—Tx|| ==0. 

x^C 

例 8 设 C 是 Banach 空间％中的一个紧凸集，: T: C—C 是非膨 
胀映射.求证：了在 C 中存在唯一不 动点. 

证 因为条件 C 紧蕴含 C 有界、闭，所以根据上例，即知 

inf ||:c — Tx \\ = 0. 

x^：C 

由此，对 N，3〜ec， 使得 

\ x n — Tx n \\ < —. (1) 

n 

因为 C 是紧集，所以 {&} 存在收敛子列，设 

工 n k 工 0. 


因为 c 闭，所以 &ec. 

进一步，由: r 的非膨胀性，易知: r 连续，故有 

T、— Tx 0 . 


又由 （1) 式，有 



— T x„ k || < 



n k 


上式两边令 oo, 即得 llz。 一 Txol| = 0, 即。，换句话说，: r。 是了 
在 C 中的一个不动点. 
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最后，证 r 在 c 中的不动点是唯一的.事实上果存在 ^ ， x 2 ，并 

oc I 0 C \ 


且 ^ i 7^2, 使得 


,Tx 


那么，一方面 


Z ^~ X 2 


\\Tx x — Tx 2 \\ = \\x l — x 2 \\ 

另一方面，由： r 的非膨胀性，有 

\\Tx 1 — Tx 2 \\ < \\x 1 — x 2 \ 

这样便导出 

\x } — x 2 \\ < \\x 1 — x 2 \\ , 

产生矛盾. 


§ 6内积空间 

基本内容 

空间上虽然有了范数，可以定义收敛，但是缺少一个重要概念 
—— 角度，所以还不能说到两个向量相互垂直.欧氏空间 IT 上两个向 
量的夹角是通过内积来定义的，在无穷维空间上也可引入类似的概念. 
定义1线性空间上的一个二元 函数 〆 • ， •）： K 

称为共轭双线性函数，是指 

( 1 ) a(x 9 ay-\-= aa(x +^a(x 9 z ); 

( 2 ) a(ax-\-^y 9 z)=aaijc 9 z)-\-^a(y 9 z ), 

其中 x ， y ， zC ^ T ， V «， 夕 G K . 我们还称由 

def 

q ( x ) == a(x 9 sc ) 

定义的函数为上由 a 诱导的二次型. 

命题2设 a 是^上的共轭双线性函数是由 a 诱导的二次 
型，那么 

G M 1 ( V G yy) =aCyyx} 

* 定义 3 线性空间 f 的一个共轭双线性函数 

(• ， •）： 义 X 免 —K 

称为是一个内积，是指它满足： 

■ 

(1) Cr ，30= G 7^ y ( V ： r ，3^，) （共轭对称性）； 
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(2) (工，工）>0(\^6沒^)， Cx , x )=0^=^ x =9. 

具有内积的线性空间 称为内积空间 ，记做 (没"，（ •，•））. 

注若在 (2) 中仅保存非负定条件，即0,0：)>0,则称 （• ， • ）为 
一个半内积，对应的空间称为半内积空间. 

显然，这个内积概念是有穷维欧氏空间上相应概念的推广 • 

命题 4( Cauchy - Schwartz 不等式）在内积空间 d ，（•，•）) 

上，令 

|| x || = 2* ( VxG ^ O ， 

称为2的范数，则有 

l ( x ^) l<IUIIbll ( Vx ,^ e ^), 

而且其中等号当且仅当工与^线性相关时成立. 

本命题更一般的情形就是 

命题5设^是线性空间上的共轭双线性函数是由 a 诱导的二 
次型•若 ，且9(工）= 0<=^0： = 0，那么 

\ a { x ^ y ) |<[ g (* r ) g (： y)]j (N , 

而且其中等号成 g 当且仅当工与^线性相关. 

证 Vz ，： ye 免， v « ec ， 有 

0 ^q{x — ay) = q(x) — a(y 9 x)a — a(x 9 y)a + \ a \ 2 q (^)* 

设 <2(3^，* x ) 特别取 a = e -1 ^ A,AG M 1 ， 上述不等式变成 

0 ^ qix) — 2bX + X 2 q{y). (1) 

def 

记 c = q ( x )， a = q ( y) ， pOO - c —2 办 A + aA 2 , 则 /?( A ) 是二次二项式，对 

所有 AG 鈀，由⑴式，有 / KA )>0, 故判别式 必 2 —4沉<0,即 

0 > 办 2 — ac = | a ( x ,^) | 2 — qix ) q ( y ). 

由此得 

\ a ( x ^ y ) | Vi 

命题 6 内积空间 d ，（ • ， •）） 按 = 定义 


范数，是一个方 # 空间. 

命题7在内积空间0^，（ • ， •）） 中，内积 U ， 30 是 aXl 上 
关于范数 IH 的连续函数. 

命题8内积空间0^，（ * ， •）） 是严格凸的 空间. 
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我们还 要问： 什 么样的五 +空间 可以引入一个内积 

(• ， •） ，适合 Cr ，* r ) 古=||工|| (V 文 GD ? 

命题9在方 # 空间 d ， IMI ) 中，为了在 X 上可引入一个内积 
(• ， •） ，必须且仅须范数 NI 满足如下平行四边形 等式： 

IU + y\\ 2 + IU — y\\ 2 = 2(|U|| 2 + Ml 2 ). 

定义10若内积空间(义， （• ， •）) 按范数 lkll = ( u ) i(VxG 
90是完备空间，就称为 Hilbert 空间. 

下面我们引入在偏微分方程边值问题理论中特别有用的内积空间 
02)，为此先介绍 


引理 ll ( Poincar 6 不等式） 设表示有界开区域 DC ! IT 上 
一切 m 次连续可微，并在边界 ao 的某邻域内为0的函数集合，即 

= {w 6 c m (fi) I |wCr) \ xe ^2 = 0 } ， 

其中&表示 ao 的某邻域，那么 Vwecro 2)， 有 


2 

| a |<” 


a a z /(^)| 2 dx < C 2 j 


\ d ^ u { x ) 1 2 dr ， 


其中 c 是仅依赖于区域 n 及 m 的常数. 
命题12在 C 7 C 0) 上， 


def ^_, r - t 

W u W m === X/ |9^0c)| 2 d*2 ： ， 

1 a I = mr ^ 

def / ^ m r i 

2 \&u{x) \ 2 djc\ 

是一对等价模.记 cr ⑴)按 ii 完备化后的空间记为 02)， 它是 

/T 02) 的一个闭子空间. 

在内积空间 f 中，可以引入两个向量夹角的概念，从而可与欧氏 

def 

空间一样可以定义什么叫正交或垂直.对于3； e //，0 — 
arccos 表示与： y 之间的 夹角. 


定义13内积空间 f 上，，若 ( x ，： y ) = 0, 就称 I 与 j 正 
交，记做 I 丄: y . 又设 M 是 f 的非空子集，若 V ： yGM 均有^丄： y ， 则称 
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X 与 M 正交，记做 X 丄 M . 此外集合 ue % k 丄 M } 称为 M 的正 交补， 
记做 M 1 . 

由定义可以直接推出 

命题 14设是内积空间， M 是的非空子集. 

(1) x 丄乂 .(/ = 1，2)=^2：丄 

jc 丄 丄 spanAf , 

其中 spanM 表示 M 的有穷线性组合组成的集合，叫做 M 的线性包. 

(2) •2： = 5+2：，3^丄2；=^11 > 2：|| 2 =||3^1| 2 +11之1| 2 ;若 A ，文 2 ,… ，工 „ 是//中 

两两正交的元，贝!1 

IUl + + …+ xjl 2 = IUJI 2 + lk 2 ll 2 + …+ lUnll 2 . 

(3) 工丄：丄: y . 

(4) AT 1 是 f 的一个闭线性子空间. 

定义15设 s 是内积空间^中一个子集合，若 w ，/ es 且 
/时，有 e 丄 A 则称 S 是正交集;若还有对每个 ees ， IUII = i ， 则称 S 为 
正交规范集;又如果 S ± ={ d } ，那么称 S 是完备的. 

命题 16非零内积空间 f 中必存在完备正交集. 

证由 f 是非零的内积空间，^中的正交集依集合包含关系构 
成偏序 集族. 每个全序子集有上界，就是这些集之并集.依 Zorn 引理， 
这个偏序集族中有极大元，记做兄它是完备的正交集，因若不然，则必 
存在工。关夕，工。 e 五丄，令私= u 。} 是正交集，五，与£的极 

大性矛盾. 

定义17内积空间，中的正交规范集称为^的 
一个基(或封闭的），如果对"€免，有 

工 = D { x , e a ) e a , 

a^：A 

其中 { Cr ， 匕） |«63}称为*2：关于基 <5的 Fourier 系数. 

定理 18 (Bessel 不等式） 令5=心丄以是内积空间，中的一个 
正交规范集，则 v ^ e ，， 有 

2丨（工，匕）1 2 < iwi 2 ， 
aeA 


59 



而且 


2 {x,e a )e a G ^y 

x — ^^(x 9 e a )e a 2 = |U|| 2 — 2 I 0,0 I 2 . 

a^：A ^ 

定理 19 设义是 Hilbert 空间，若3={匕 keA} 是义的一个标 
准正交集，则以下三条命题 等价： 

(1) S 是淡"的一个基； 

( 2 ) S 是完备的； 

(3) Parseval 等式成立， BP 

Ikll 2 = 2 | Or ， 匕 ） 丨 2 ，V ^ G 

A 

定义 20设 dpC • ， • ) 1 ),(^ 2 ,( - , - ) 2 ) 是两个内积空间， 

如果存在的一个线性同构 T 满足： 

(Tx,Ty) 2 = {x J y) l (V G ^ i) > 

则称内积空间 f i 与 f 2 是同 构的. 

定理 21 为了 Hilbert 空间I是可分的，必须且仅须它有至多可 
数的正交规范集又若 S 的元素个数 iV<oo, 则I同构于 BC; 若 
N = oa y ^)l 同构于 Z 2 . 

定理 22设 C 是 Hilbert 空间贫' 的闭凸子集，那么在 C 上存在 
唯一的取到最小模 • 

推论 23若 C 是 Hilbert 空间貧'的闭凸子集，那么对 
彐唯一的 •XoGC， 使得 ||：y— 工。 = ||x—^11. 

x^：C 

定理 24设 C 是内积空间 f 中的一个闭凸子集， Vyef ，为了 
I。是^在 C 上的最佳逼近元，必须且仅须它适合 

Re(j — Xq^x 0 — jc) ^ 0 (V G C). 

推论 25设 M 是 Hilbert 空间上的一个闭线性子流形，为了 ^是 
2在 M 上的最佳逼近元，必须且仅须它适合 

def 

x — y M — {y} = {w = 2 ： — y\z M). 

推论 26( 正交分解） 设 M 是 Hilbert 空间I的一个闭线性子空 
间，那么 V*rei, 存在下列唯一的正交分解(见图 1.10). 
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x = y z {x G M，z Q M 丄 ）. 



典型例题精解 

例 1( 极化恒等式） 设 a 是复线性空间 I 上的共轭双线性函数， 
90 )=< 20 ，《 2 ：)是 a 诱导的二次型.求证 ：^ 

a(x ， y) = +[9(1 + y) — q{x — y) + \q{x + i^) — igO — i^)]. 

证 根据的定义，有 

qix + y) a(xyx) + a{y,x) + a(x y y) + a(y y y) 

a(x + y,x + y) = a(x + y,x) + a(x + y^y) 

q(x — y) a(x 9 Jo) — a(y,x) — a{x y y) + a(y^y) 


a{x — y^x — y) 


a(x — yjx) — a{x — y y y) 


将以上两个 u 形等式的两端相减，即知 

qix + y) — q{x — y) = 2aiy y x) + 2a{x,y). 


( 1 ) 


qix + \y) 


a{x,x) — ia(jo 9 y) + ia(y,x) + a(y^y) 


a{x + \y,x + iy) 

q{x — bO 


a{xjx + bO + a(\y,x + i^) 
aixyx) — ia{y y x) + la(x^y) + a(y 9 y) 


a{x — iyyjc) + a{x — ij ， 一 ij) 


a{x — iy^x — iy) 
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将以上两个 U 形等式的两端各乘以 i 后相减，即知 

iq{x + iy) — \q{x — i^) = — 2a{y^x) + 2a(x y y). (2) 

联合(1)，（2)两式即得 

+ ：y) — q 、 工 —y) -j- igCr 十 i 3 ；) — iq{x — i^) = 4<2 

由此得结论. 

例 2 求证： 在 C[a，6] 中不可能引进一种内 积（《，《) ，使其满足 
(/，/)古 = max I/O) | (V / 6 C[_a,b]), (1) 

[a,ft] 

证取 /Oc) = l，《Cr) = |3f ，贝! J 11/11 = 11^11 = 1, 


/( 工） + gix) = 1 + ^ - - y fix) — g(x) = 1 — f - - , 

b — a b — a 

11/0) + ^(^)11 = 2, Wfix) — g{x)\\ = 1 ， 
ll/Cr) + gix)\\ 2 + ||/Cr) — g(sc)\\ 2 = 5, 

2(ll/|| 2 + kll 2 ) =4. 

故 

11/(^) + 《U)l| 2 + ll/U) — 《U)|| 2 关 2(||/|| 2 + kll 2 )， 

即¥行四边形等式不 成立. 根据本节命题 <9 知在 C[a， 幻中不可能引进 
一 种内积（•，•），使其满足 （1) 式. 

例3在 L 2 [0，：T] 中定义泛函 

fix) = e~ CT ~°x(t)dt , V G L 2 [0,T]. 

Jo 

证明 / 在 l 2 [ o ，: t ] 的单位球面上达到最大值，并求出此最大值和达到 
最大值的元素(用 Cauchy-Schwarz 不等 式). 


证考虑 



r T 



r r 


e^ CT ~ T) x(z)dz 

= e~ T 


e r jc(r)dr 

m 

0 



0 



( e % jc ( r )) | ^ e^ T 



k(r) | 2 dr 




设 :r(r) = Ae T j!] 
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|x(r) 1 2 dr = 

0 


A 2 e 2r dr = 1 
Jo 


=>- A 2 — — = 

f e 2r dr 




e 


IT 




例 4 设 M ， iV 是内积空间中的两个子集， 求证： 

Md N =^ Ni [ M ± . 

i i MdN , 

TjE x G 丄 iV 丄 M=^x G Afi . 

例 5 设 M 是 Hilbert 空间义 的子集，求 证： 

( M 丄）丄= spanM . 

证因为 

x G M 丄 ^=>jc 丄 丄 spanM ^ 

. •* - 

<=^ 丄 spanM<^>x 6 ( spanM ) 丄， 

所以 M J -= ( span ( M )) 丄. 

要证 （ M 丄)丄= span ( M ) ， BP 证 [( span ( M )) 丄] 丄 = span ( M ) •问题归 

结为证明若 M 是闭的，则 ( Mi ) i = M . 注 意到： 

V G M=^x 丄 M 丄 =^x G ( M 丄)丄 ==^M d ( M 丄)丄. 

下面证明 (Mi ) i = M . 用反证法. 

如果不然，是 ( Mi ) i 的真闭子空间，对 

V 

\ M ， 由正交分解， 

z 丄 M 

^o = y + z , y ^ M , 从 

之 e M 丄， 

yeMd { M L ) L 
zfd ， 从 

z = X — y ( M 丄） 丄. 

于是 ( AT 1 ) 1 ， 与矛盾. 

例 6 在 L 2 [ a ， 幻中考查函数集 S ={ e w }： l _ oo . 

(1) 若 | 办一 a | <1，求证 <5丄={沒}; * 
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(2) 若 |&—a |>1， 求证* S 丄 #{没}. 

证 V «， e 2 胃的周期是1，当 6 — 

(1) 若 6— a < l ，办]， 

we 2 腑 dx = 0 ， 

J a 

令 

〜 lu 9 X 6 { a ^ b ~], 

' 10 , x G [办 ， a + 1]， 

则有 

ue 2mnx Ax = 0=^u = 0 (x G [a+ l]) 

J a 

=^u = 0 (x G [ a ， 办]) • 

=^5^= { 9 }. 

(2) 若 a > l ， 这时 { e 2 m ” x } 二 _ oo 是 L 2 [6 —1，6] 上的一组正 交基. 
因此， L 2 D —1，6] 上的函数可以由它的 Fourier 系数决定•利用这一 
点，对 V ^6 L 2 [ a ^- l ], 可将它扩充为 L 2 [ a ，6] 上的函数 t ； Cr ) 

丄，而 v { x )^9. 

事实上，令 

ju ( sc ) , X G [<2，办 一 1]， 

\u{x ) , x ib — 1 ，办]， 

其中(6—1，6]上的函数 3 Cr ) 的 Fourier 系数通过 “0)在[〜6—1]上 
的值来计算，即 

rb • 广厶 一 1 • 

〜 〜 2fdnx t I 2^nxj% 

u n = ue ax = 一 ue dx ， 

•/ b— 1 J ci 


于是 

并且 


u= f ； WL 2 D-1 ， 幻， 


fb 

2^tinx i 

ve ax = 

nb —— 1 • 

2ranx -i , 

ue ax + 

r*b 

〜 2»d 

ue 

\nx t 

ax = 

= 0, 

a i 

k/ d m 

办一 i 




即 t ； Cr ) e*s 丄. 

例 7 设 {^} ， {/„} 是 Hilbert 空间，中两个正交规范集，满足条 


件 


Wfn — fn\\ < I* 

n-1 
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求证： 两者中一个完备蕴含另一个完备. 

证 设{以完备，要证 {/„} 完备，用反 证法. 如果 {/„} 不完备，则存 
在 w 使得(〃，/„) = 0( Vn ) ，这导致如下矛盾： 

||^|| 2=== 2 I (u y e n ) | 2 = 2 | (u 9 e n — /„) | 2 

n=l n=l 


< i ] w 2 ik — 人" 2 < w 2 . 

n-l 

例 8 M 是没 T ' 的闭线性子空间， {〜} 与 {/„} 分别是 M 与 Mi 的正 

交规范集.求证 {〜} U {/„} 构成^的正交规范集 • 

证 Vi 由正交分解定理，可以分解 •xzy + z ， 其中: v6M ， 

依题意， ' 


: y = 2 Cy 9 e n )e n ) 




DO ，/ m )/ m , 


X 


: 9 \ : (之 9 fm ^) fm * 


由此可见， {^} U {人}构成贫' 的正交规 范集. 

例 9设没 T ' 是 Hilbert 空间， （&) 是它的正交规范集， 求证: 


I (y y e n ) <|UIIII ： y||，V 6 ^. 

n=l 

证 根据 Cauchy-Schwarz 不等式和 Bessel 不等式，得 

12(: ，〜） (y， e n) < ( 21(工， OI 2 ) 2 ( 21( kJI 2 ) 2 
n=l n=l n = l 

< Ikll \\yb * 

例 10( 变分不等式） 设貧' 是一个 Hilbert 空间 wGca) 是貧'上 
的共轭对称的双线性函数 ,3 M >03>0, 使得 

S IM 2 < aO ， x) < M \\x\\ 2 (V -r e ^). 

又设 ％ ei ， c 是，上的一个闭凸子集•求 证： 函数 

x a(x f x) — Ke(u Qf x) 

在 C 上达到最小值，并且达到最小值的点 A 唯一，还满足 

Re2a(x of jo — x 0 ) — Re(u Q9 x — x 0 ) >0 (V G C). 

证 由共轭对称双线性函数的定义知 


65 



+ y^x + 3 O + a{x — y 9 x — y) = 20(u) + a(y f y)) f 
令 d = \\\{{a{x ^x) — Re(w 0 ， :r )}， 

x^：C 

J (x) = a(xjx) — Re(z/ 0 ， jc ) ， 

则 3 ^ n ec 9 d^j(x n xd + — 9 (l) 

n 

汐 W X n — 工 J| 2 < a(X n — X m ,X n — X m ) 

= 2a{x n ,x n ) + 2a{x m ,x m ) — iai Xfl Xm ~j~ Xm 
= 2Jix n ) + 2J{xJ - 4j( Xn+ Xm 

\ L 

I 1 1 

^ 2 d + + 2 d + — 4：d 

\ n ml 

= 2 ( 丄 + 丄 0 (n 9 m 00 ), 

\ n m 

{ 工 „} 是收敛列，设 ， 由 (1)==^J(x 0 ) =d= 'miJ («r). 

xGC 

若有两个工 。， A x 0 ，都满足 JCr Q ) ( 1 。 ） =d ， 则有 
s Iko - $oll 2 < 2JCr 0 ) + 2J(S 0 ) — 4J 

< = 0=^sc 0 = x 0 . 

a def 

令 < Px^ ==s= JixQ-^-tix — 1 。)） ， [0 ， 1] ， 则 

J (x 0 )^ J (sc) , V G C 

㈡ 9aM) > a(o) ，v ^ e c,v t e [ 0 , 1 ] 

㈡ pU。）> o. 

, f 

考查 9x(0= a{x Q + /(x — x 。）， jc 。+ t(x — x 0 )) 

• — Re(w 0 ， jc 0 + t{x — jc 0 )) 

= a(x 0J a: 0 ) — ReO 0 ， :c 0 ) 

+ t[Re2a(x 09 x — x 0 ) — Re(u Q9 x — i 0 )] 

+ t a(^x — — 

由上式得 

^1(0) ^ 0 < ^=>Re2a{x Q y x — x 0 ) — Ke(u 0 ^x — jc 0 ) ^ 0. 
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第二章线性算子与线性泛函 

§1线性算子和线性泛函的定义 

基本内容 


线性算子和线性泛函的定义 

算子的概念起源于运算，例如，代数运算 

x \-^ Ax (V i 

其中 A 是一个 nXn 矩阵; 求导运算 

uix) P(d x )u(sc ), 

其中 P ( •) 是一个多项式 ，而色 是偏导数运算. 

线性算子的概念起源于线性代数中的线性变换. 

定义1设 f ，％ 是两个线性空间， D 是 f 的一个线性子空间. 
T ： 是一种映射， D 称为: T 的定义域，有时记做 DCT ). 及 CO = 

{n I v ^ ei )} 称为: r 的值域.如果 

T{ax + ^y)=aTx+PTy (V 工， : y6D ， Va ， 夕 GK ) ， 

那么称: T 是一个线性 算子. 

定义2当％是数域 K 时，: T 称为 K 域上的线性泛函.特别地，取 
值于实数(或复数)的线性算子称为实(或复)线性泛函. 


线性算子的连续性和有界性 

算子的连续性概念就是映像的连续性概念. 

定义3设貧'，夕是空间，线性算子： T : D ( T )— 沙， D ( T)C 
称 r 在 & ei ) cr ) 连续是指 


x n 6 D ( T ) 



=^Tx n Txq. 


命题 4 了在定义域上处处连续的充分必要条件是: r 在2=没处 
连续. 
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定义 5 设 f 和％是线性赋范空间， T 是 f 到％的线性算子， 
如果有常数 M>0, 使得 

lirxiu<M||xiu (Vxe 幻， ■ 

则称 T 是有界线性算子. 

命题 6设 f 和％都是线性赋范空间，为了线性算子： T 连续， 
必须且仅须: T 是有界的，即: T 连续有界. 

定义7用父( X ， Y ) 表示一切由^到少的有界线性算子的全 
体，并规定 

IItii = sup = su p II ^11 ^ 其中了 e 夕）. 

工利 11^11 11:11=1 

特别用 y ( W ) 表示 2( 说 M ) 及用表示 ^ f (^ r , K ) ，即表 
示 I 上的有界线性泛函的全体. 

若在 Yd，％) 上规定线性运算 

( a l T l + a 2 T 2 )x = a { T x x + a 2 T z x , V 6 

其中 a !， a 2 e K ，7\ ，: r 2 eyc ^， 夕），则7(义，淡)是一个线性 空间. 

% 

定理8当^是 y 空间 ，夕是 B 空间时， yd'，％) 按 IMI 构成 
一 ^个 Banach 空间. 

定义 9( Hilbert 空间上的正交投影 算子） 设 M 是^的闭线 

性子空间，依正交分解定理， v^e ^， 存在唯一的使得 

sc = y + Z. 

对应 P : I 卜 ：v 称做^到 M 的正交投影 算子. 

命题10 设 M 是 f 的闭线性子空间， ^ 到 M 的正交投影算子 
P 是连续线性算子，而且当 M 非零时 ， IIP II = 1 . - 


典型例题精解 


例1 求 证：： revd ，％) 的充睪条件是： r 为线性算子并将 f 
中的有界集映为 w 中的有界集. 

证 必要性显然.下证充分性. IUII<i 是 a 中的有界集，依题 
意， 3 M >0, 使得 


l|Tx||<M 

于是对有 


(V 




kll I 


工 ， IUII < 1). 

< M ，即 || T^||<M IUII. 而对于 


68 



x=d, ||T^||<M lull 自然成立，从而 lull 即知 

例 2 设 AGYd ，％ ) ， 求证： 

(1) ||A||= sup II Ar||; (2) IIA||= sup ||Ar||; 

li X II <1 II ^ II <1 

(3) IUII =inf {mI '. 

证 （ 1) 一 方面 ， sup ||Ar||> sup ||Ar|| = MII; 

II X II <1 II ^ II =1 

r-r I. .li "Ar|| 〜 IIAr || 芝 " I 

另一方面， iuiiup# ludL 

U 工 Ki 

两方面结合起来就得结论 . 

注因为左边分母 ll*x|l<l ， 到右边放大为 IUI= 1 ， 故分式变 小了 . 

(2) 一方面，由 （ 1 ) 知 11 川 1 二 sup tlAx ||^ sup \\Ax\\ ； 

II X || <1 II ^ || <1 

另一方面，对 VIUII = 1 ， 任意 e> 0 , 注意到 ^r e < 1 ，我们有 

/ \ 

Ax = (1 + e)A ^ < (1 + e) sup \\Ax\\. 

\1 + el ll:il<i 

由此可见 Mll = fijPi l|Ar||<(l + e) |( sup ^ ||Ajc||. 再令 e— 0 , 就有 

|| A || < sup || Ar||. 

I|xll<l 

两方面结合起来就推出结论 . 

(3) 设 . 

一方面，因为对 所以 7 <\\A \\； 

另一方面，因为 y 是对满足的 M 的最大下界， 

所以 7 + e 就不是满足对的下界，即 3 M 0 < 
r+e ， 使得 

^^<M 0 <V + e, N x 羊 e ， 

从而 lull =su ? .令 e—o , 即得 

综合以上两方面得到 y= IUII. 
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例 3/ 设义是 Banach 空间， /€ 父( 沒％ M 1 ) ， 求证： 

wVy/ll = sup fix )； 

ii x 11=1 

(2) sup /(x)=^ 11/1| (V^>0). 

证 （ 1) 一 方面， 

sup fix') < sup \f(x) I < sup ll/IIIUII = 11/II ； 

lull =1 IUI! ==i 

另一方面，令 a=sgn/Cr ) ，则有 

I/O) I = Sgn/O) • = f(ax) 

II 虹 II = l a l II X II =1 

< sup f(y) = sup / ⑴. 

II 3^ II =1 II x II =1 

由此推出 

11/II = sup 1/0)1 < sup fix). 

IUI =1 \\ X I! =1 

综合以上两方面，推得 11/11= sup 

K II ^ II =1 

(2 ) 先证明 11/||= sup /Cr) •一 方面，对 V 根据第 

II ^ || <1 

一小题， 

f ix) = IUII /( II ) < IUII sup f{y) = ||x|| ll/ll < 11/II ； 

' II 工 II / II y II =1 

而当 *r = 沒时， /( 沒 ）= 0 <||/|| •故有 sup /CrXll/ll. 

、 II 工 "<1 

另一方面，对 V IUII = l ， Ve>0, 注意到 <1 ，我们有 

/(JC) = (1 + e)f < (I + e ) sup f(x). 

由此可见 

11/ 1| = sup fix) < (1 + e) sup fix), 

II ^ II =1 II X II <1 

两边令 e—O 取极限，即得 

9 

11/II < sup fix'). 

II ^ II <1 

综合以上两方面，推得 11/11= sup fix). 

UI!<1 

下面从 11/11 = 出发来推出 

sup fix) = 8 11/II (M d> 0). 

|| x || <5 

事实上，对 VS>0 , 有 
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痛 =\s X /U) = ||T< ，/Cr) 


V = Sx . 

=sup f{dx) … sup f(y). 

II ^ II <1 II y II 

例 4 设义是 Banach 空间 ， /€ 7( 淡％服 1 ) ，对 V 工 0 e I ， V 占 > 

0,求证：/ 

(1) sup f{x)=f{xo')+S 11/II ; 

xEBix o9 S) 

(2) inf f(x) = f(x 0 )—d ||/||. 

B(x o9 8) 

证 （1) 根据例3， 

sup fix') — /O。) = sup fix — Xq) = sup f(y) = d ||/||, 

x ^： B(Xq 9 8) x—Xq^BC 6 9 S) yEB(d 9 S) 

即得 


sup fix) = /Cr 0 ) + a 11/II. 

x^ ： B(x q9 3) 

(2) 先将例 3 的结果改写为 

— sup f(y)=—S\\f\\==^ inf f(y) = — d ||/||. 

yeBCd.d) yeBCe 9 8) 

于是有 

inf fix') — f(x 0 )= inf fix — x 0 ) = inf f(y) 

xebcx 0 ,s) x-x 0 eBc$,S) ' y eBcei8) 

=—^ ll/IU 


即得 

inf fix) = f(x 0 ) — d 11/1|. 

例 5 设贫'是实 f 空间， / 是^上的非零实值线性泛函，求 
证： 不存在开球 BOr。， 们 ，使得 /U。) 是 /Or ) 在 幻中的 极大值 


或极小值. 

证 甩反证法,若存在，幻，使得 /(A) 是 /(x) 在 B (心，幻中 
的极大值,则由例4(1)，我们有 

/O 0 ) = sup fix) = /(x 0 ) + d 11/ 1| . 

x^ ： B(x q9 8) 

由此导出沒 11/II =o=HI/II=0 •这与 / 非零 矛盾. 

若存在 B ( x 09 d ) 9 使得 /Cr。) 是 /(*r) 在 BCr。 ， 幻中的 极小值，则由 
例4(2)，我们有 

f(x 0 ) = inf f(x) = /O 0 ) — 5 11/ ||. 

x^B(x 09 8) 
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由此导出占11/11 = 0=^11/11 =0. 这也与/非零 矛盾. 

例6设 f ，又对 V /6 乙 1 [ a ，6]，定义积 
分算子 T : 


(T/)U) 




试求： a ) : rey (，,％) 时的范数； （2) : re 父(义)时的 范数. 

解设 II • IL 和 IML 分别表示以[〜幻和 c [ a ，幻上的范数 • 


(1) 一方面，对 v / ePk ，^]， 因为 


\\Tf\\ c 


max | (T/) {x) \ 

工6[“，6] 


max 

rE [a，6] 


f(t)dt 


nb 


< 1/(0 I d ，= 11/ II ” 


所以 Il 7 ll < l . 


另一方面，取 fo(t) 


def 


\\T\\> llT/ 0 || c 


m l(77o) ⑸ 1 


max 

r€ \_a,b] 


b 


At 


a 


max 


x — a 


xe\_a 9 b] b — a 


1. 


综合以上两方面我们确定 1171 = 1. 
(2) 一方面，对 V / eLTaj ]， 因为 


IIT / H ^ 


< 


rb 


a 


rb 




dx ^ 


rb 


|/(0 \AtAx 


ll/lljdjc = (b — a) 11/|| j 5 


m ^ n < b - a . 


另一方面，取 / € o ) : 


def 


£ 

^ 0, 




f 


，其图形如图 2.1 所示， 


<2 + £<0< 厶， 


则有 11/1 = 1， 


(Tf e )(x) 


' X fAt)dt 


x — a 
e 

^ l , 


， a ^ jc ^ <2 + e, 
a + e <C jc < 办， 


IIT/JI^ I'\(Tf,')ix)\Ax 

J a 
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|( T / e ) Cr )| d . 


rb 


|( T/ e ) ⑴ |d 




»a+€ 


x — a 
e 


rb 


dx 


idx = b 


a 


a+€ 


X 


1 

- £ 

2 • 


rm 



Ox a a + e b t 


由此推出 

l|T|| > llT/Jlj = b — a — ye. 

令 £~^0，即得||了|| ^b—a. 

综合以上两方面我们确定 11711=6 — a. 

例7设 y ⑴ ec[o，i]， 定义 C[0，1] 上的泛函 

f(x) = [ x(t)y(t)dt (V >1]) j 


求 11/II. 

分析对 Vzec [0， l ]， 从 / Cr ) 的表达式，先估计 / Cr ) 如下: 


/⑴丨= 


0 


< 

Jo 


I | y (0 • 


^ max { \ x { t ) I } |： y 0) IA 

^ e [ o , i ] Jo 




|| 工 || |3 ； (0|dt 

Jo 


由此可见， 11 /II < \ y ( 0 \ dt . 


0 


这启发我们猜测 11 /II 


\ y ( t ) | d 〖， 所要做的便是去建立相反的不 


0 


等式： WfW >\ l \ yit )\ At . 

解对 Ve >0, 根据3；⑴在[0，1]上的一致连续性， 3 «e N ， 将 

[0,1] n 等分，使得函数在每一等分区间上的振幅小于 e . 我们把所有 

的等分区间分为 两类： 在第一类区间上不含有函数的零点，这类 
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区间记做在第二类区间上至少含有函数 3 ； ⑴的一个零点，这类区间 
记做凡因为函数 〆 £)在第二类区间 B 上必有零点，所以在£类的每 
个区间上有卜⑴ | < e •定义 2 ⑴ ec [ 0 ， 1 ] ， 

def |sgn ： y(0 ， t 6 A 9 
x 1 i 线性函数，， e 及 

同时，如果第二类区间 B 的端点是 0 或 1 ，则令王 ( 0 ) = 0 或王 ( 1 ) = 0 . 
的图形如图 2 . 2 所示.由此有 



图 2* 2 


/( S ) = x ( t ) y ( t)dt 


0 


\/ A ^ ^ J B 

卜(广）1 山 一 2 |}(广）|士 

^ A V 5 」 5 

= l^(^) \dt — 2^y\ \y{0 \At 

Jo yfi J B 


\ yit ) \dt — 2e . 


0 


又因为 ItelKi ， 所以 


联合 ( 1 )，（ 2 ) 式得到 


Wf \\> fOc ). 


11 / II > / X 王）〉 \ y { t ) \dt — 2 s . 


JO 

再令 e — 0 ,便得到 \ y ( t ) \ dt . 

Jo 


( 1 ) 


( 2 ) 


例 8 设％是 Banach 空间， / 是义上的非零线性有界泛函，令 


74 



d = mi { \\ x \\ |/ Cr ) = l }， 求证： \\ f \\= l / d . 

证 证明分两 部分. 第一部分证明事实上，对一切满足 
f { x ) = l ，我们有 

1 = I/O ) 丨 < ll/ll IWI. 

由此推出两边取下确界得到，即 \\ f \\>^ 
第二部分证明事实上，因为 ||/||= sup 4^，也就是 

cL x ^e \\x\\ 

说，11/11是^的最小上界，所以对 Ve >0, 11/11 一£便不是上 
界，于是使得 


/( 义 0) I 

I *^0 I 


>11/11 




也就是说， 


^0 


/ Oo ) 


< 


II /h 

^0 




/Oo) 


. 再注意到 / 




X 


0 


/Oo) 




1，故有 


II/II -e* 


再令 e -0, 便得到 , BP 11 /II <^ r . 

两部分结合起来就得到要证的结果. 

例9 设，是 Banach 空间， /€1， 求证： Ve >0,3 &eU 吏 
得 /( x 0 ) = 11/11，且 IUo "< l + e . 

分析 如果11/11=0,结论显然 成立. 不妨假定11/11 >0.题意要求 
找到 A 要满足两个 条件： 

(1) / X 工 0) = 11/^ II ; (2) 对事先给定的 e 〉0 ，有 ||*2：。|| < C 1 + e . 


注意到 Vieu 要 / Or ) 关0,用心 ^ /( ^ } 11/ II ，便可产生满 

足第一个条件的心，即 /Uo) = ||/||. 因此，要找到同时满足两个条件 
的％，只要在使得 


1UI1 

fix ) 


ll/ll < 1 + £，即 


I/O) I 、 11/1 

II 工 II 1 + £ 


的 I 中去找.后一个不等式的左端启发我们想到11/ II 的 定义: 

11/11 = % P e 
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也就是说， 11/11 是的最小上界，所以对 V 7>0( 足够小）， 
11/1-7 便不是上界，于是3^为9,使得 


11/11 


v> 0. 


比较与11/ II -7 两个不等式可知，只要取？使 


#11/11—7= 


M 

1+£， 


即可.为此从11/1卜7 


11/11 

1 +e 


中解得 


7 = n / iirri - 

证 对给定的 £>0, 取”二 11/ 则有 0<7< ll / ll . 因为 11 /II 

I f ) I tt-L - 一 r\ 




L rar 1 > 11/11 




11/11 

l + e ， 


即 


工 i 


/ te ) 


11/II <1 + e. 


再令 ^ 0= 7§1) 11/11 ，便有 /a ° )=11/11 ，并有 
例 10 设: T : f —%是线性的算子，令 

nch — {x e ^r\Tx = d). 

( 1 ) 若： reyda )， 求证： wen 是贫'的闭线性子 空间. 

(2) 问 n ( t ) 是 I 的闭线性子空间能否推出 re ^(^^)? 

(3) 若/是线性泛函， 求证： /€，*_^(/)是闭线性子空间. 

证 a ) 设 Aeivcoa ^ c ， 则有 7^=0. 

又因为 7^7(1 ，多0,所以 7^ = lim 7\ r „ = 0, 从而 xGAKT ")， 即 

rt-^oo 

证得 wcr ) 是 闭的. 

(2) w ) 是％的闭线性子空间一般不能推出 

要设计一个反例，最简单莫过于找一个 N ( T ) = { d ) 的例子•设 

oo 

^ = { (芒1，芒2,…，匕，…）2 \^n | < °°}， 

72 — 1 

在，上赋以范数 Ikll - sup|^ n I ，另取免上的一个非零元素 

a = (1, — 1 ， 0,…） G 

及一个线性 泛函： 
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fix ) = 2氕， \f X = ( U”-.，*?”，...）e 

n= 1 ^ 

显然 W = l ，/ ⑴ = 0 •定义算子: r 如下： 

rW 

Tx = x — af { x 、，V 2 = ( U2 ，•••，*?«，•••） G ⑴ 

显然 N ( T ) = { 0 } ，从 而闭. 事 实上， 

Tx = 6 x — Tx = 6 

''由 (1) f 由 (1) 

x = a fix ) / O ) = /( a )/ Cr ) = 0 

下面证明: T 无界.先证线性泛函/无界•令 

kf 

def ， -- def ^ 

e k — {0,0,…， 0，1 ，0,… } ，工” x 6 ， 

是 =i 

则有 ^ 

||xj = 1， fiXn ) = n . 

由此可见 lim 1 ( 心 # = 00，即/无界得证. 

n-^co II X n (I 

再证: T 无界.用反 证法. 如果： Tr 有界，即存在 M >0, 使得 llT^H 
<M IUII , Vx €，， 那么对 xe ，， 

Tx x —— af ( x ) \ fix ) I ^ (1 + M ) \\ x \\ 

) t 因" “ =1 

af { x ) = x — Tx || a ||[/( x ) I ^ (1 + Af ) \\ x \\ 

从而 / 有界， 矛盾. 

(3) 必要性 S 卩 （1) 的 结论. 

充分性假设 AK /) 是闭线性子空间，要证 
用反证法•如果/ 芒沒〜 ，则/无界，也就是说，对 v ^ e 队3心， 
IU „|| = 1，使得 |/( > rn )|^ x •令 

def X n Xi 

yn ~ f { x n ) ~ / U 1 ) > 

容易验证 /(>) = 0 ，即％ eiV (/) ，但是 lim > = — T ^ T 钇 iv (/) •这与 

n-^oo J V^i y 

AK /) 闭矛盾.证毕. 
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例 11 设/是 I 上的线性泛函，记 

X def B 

H f —{xe^r\fix^=x) (vagk). 

如果，并且11/11=1， 求证： 

(1) \f{x)\=mi{\\x-z\\\zeH° f } (V^6^); 

(2) VAG K 9 H k f 上的任一点 2 到的距离都等于 UI ，并对^ 
= R 2 9 K = m 情形解释 (1) 和 （2) 的几何意义 • 

证 （1) 记 AK /)= H ? ■，对 V ： r € l ， 注意到 inf{|k — dl | 之 
表示的正是点: r 到 AK /) 的距离 〆 : r ， AK /))， 所以要证的就是 

|/ 0 )| ^ p(x 9 N(f)) t 

一方面，因为距离 〆 x ， ak /)) 是点: r 到 vjew /) 距离 Ik — 』的 
下确界，也就是最大下界，所以对 + 

到 VjGiV (/) 距离 IU — 3^1的下 界了. 因此 3> GiV (/)， 使得 

IU — y £ \\ < p ( x ， iv (/)) + e ， 

I / O ) I = \f{x — y t )\ < I )/1| \\x — y e \\ = \\x — y k \\ . 

+ e. 

再令0,便得到 

|/(x)| <fU ， iV(/)). (1) 

另一方面， VzgAK /)， 对 V ： rG 免，令 

/O) 

则有 y e W) ，且 f(z) (x-y) =/0 r )。 从而 

ik-d = i/u)i. 

两边对 Z 判 取上确界，得到 

1 U — ： y"sup n < |/ Cr )|. 
z 利 II Z II 

注意到 Sj 卩 I| ( /|j 1 = 11/11 = 1，便有对 : y e iv (/) ，成立 

IU — ^11 ^ I / O ) I (V ^ 6 ^ O . 

进一步对 v ^ ew )， 上式两边取下确界，即得 

^(^, iV (/)) = inf IU — y\\ < |/ Cr ) I ， (2) 
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联合 (1) ， (2) 式即得 |/ Cz ) 丨 =p(x 9 N(if)). 

( 2 ) 对按定义 / Ot ) = A ，利用第⑴小题结论，即得 

p(x,H 0 f ) == \f(x) \ = | A|. 

为了解释 （ 1 ) 和 （ 2 ) 的几何意义，设沒 r = M 2 ， K = tf ， V /€ 沒〜， 


并且 11/ 11 = 1 . 对 V 1 =( 6 ， 7)6 狀 2 ,令 


工 1 = ( 1 ， 0 ) ， x 2 = ( 0 , 1 ) , a = fixx) , j3 = f (x 2 ) ， 

则 + 声 = 1 •根据平面解析几何知识， 

|/( x ) | = IW + A7I 表示点 ： c =( f ，7) 到通过原点的直线 

H° f = {x = ( 彡， 7) 1/( 工 ）=^ + ^7/ = 0} 

的距离（图 2. 3)，即 \ f ( x )\=\ a $+/ 3 ij \= p ( x , H 0 f ). 注意到 和 

是互相平行的直线，所以对 VxGH }， 我们有 


心邱卜辦 = M ^ A 1 


(芒， 7) t (0 ， 0) 


= I 又 I • 



例12 设，是 Hilbert 空间，若是邊"到 M 的正交投影算 

. 》 

^- 一 ^def 

子. tvcpm ) — ue，|PMX=o} 称为 ' 的零空间，尸^的值域记做 
穴 CPm ). 求证： 

(1) R(P M )=M ， mP M )=Mi ，， =R(P M )®N(P M h 

(2) 上的恒同算子），尸 m|m 丄 = 0. 

证 （1) 先证穴事实上 ，一 方面，因为是#到 M 
的正交投影算子，所以 
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另一方面，对 Af ，有 x = Pm 工，故 

联合以上两方面， BP 得及 ( Pm ) = M . 

其次证 TVCPm) 事实上 ，一 方面，由 

x G A/ 丄 x G ^ C P m) 


x 1 M Pm ^ = 0 

推出 M 丄 QN ( JP m ). 

另一方面，对由正交分解定理，分解出 

x = x M + 工尨丄， x M M 9 x m ±. 6 M L , 

则有尸因此 : t = xm 丄 € AT 1 ，故有 

N { Pm ) ^ 

联合以上两方面，即得 N ( P m ) = M ^. 

最后证 豕 = RXPm )® NiP m )• 事实上，既然前面已证 

R ( Pm ) = M , NdP M ) = M 丄， 

再由正交分解定理， V：rG，， 有 

x = x M ocm 1 - > x M M 9 xm l 6 M L , 


便得 

H = M ㊉ 从丄 = R(Pm)® N(P m ). 

(2) 因为对 V * reM，x = : c +0,0 eMi，KW 尸从工=工，即 

Pm\m ~ 1 m * 

又 NdP M ) =M L ，故尸 A /1 A / 丄 = 0. 证毕. 

例 13 设 AT 是 Hilbert 空间#上的闭线性子空间， Pm ’是^到 
M 的正交投影算子. 求证： 

(1) 尸 L = Pm (幂等性)； 

(2) Vhje，， 有0^工，30 =(工，/^30(自共轭 性）. 

证 （1) 因为 Pm 是#到 M 的正交投影算子，所以 Vx€^, 
iVr€M， 故对 v：re，, 我们有 

P 2 m x = Pm(Pm 工 ） = P M x=^ P 2 M = P M . 


(2) 对 Viae，， 根据正交分解定理，我们有 
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. = P . x + CT - Pm )5， 

€M eM l 

y — P My + (/ — Pu ) y * 

' - y - f 

eM ± 

由此推出 

CP M x 9 y ) = { Pu ^^ My )= (工，尸 M ： y ). • 

例 14 设，是 Hilbert 空间， 求证： 有界线性算子 P 是正交投影 
算子的充分必要条件是 P 满足： 

(1) /(幂等性）； 

(2) ，有(尸工，3^) = (工，巧）（自共轭性）. 

证必要性证明见例 13. 下证充分性•令 M = RCP ). 下面证明分 
两部分. 

第一部分要证 M 是闭线性子空间 •事 实上，一方面， V 3^ M ，3 ie 

，，使得^=仏，于是由幂等性，有 

(I — P)y — (/ — P)Px — Px — P 2 x = 0=>3 , ^ N(I — P ) , 

从而 MGiva — 尸）； 

另一方面，对 \ fy 6 N ( I — P )， 有 

(I — P)y = 0 =^y = Py G R ( P ) = M ， 

从而 iV ( J — P ) GAf . 

联合以上两方面，即得 M = N ( I - P ). 因为假定 P 是线性有界算 
子，所以 I - P 也是线性有界算子，它的零空间 iV ( J — P ) 是闭线性子空 
间，即 M 是闭线性子空间. 

第二部分要证 P 是#到 M 的正交投影算子，即 Pm - P . 事 实上， 
注意到 V ： rG ，， 有 P ) x ， 其中尸工€及又对 V：y 
e #，由 p 的自共轭性和幂等性，有 

((/ — P ) sc ， Py ) = ( P (/ — P ) sc 9 y ) = (0 9 y ) = 0, 

从而由此可见分解是 x 对闭线性子 
空间 M 的正交分解，由正交分解的唯一性，即得 Pm = P - 

例15设 L ， M 是 Hilbert 空间 g 上的闭线性子空间，尸 r ， 尸 m 分 

别是#到 L 的正交投影 算子.求证： 

(1) L 1 M ㈡ P L P M =0; 


81 



(2) L = M l ^=> P l + P m =I (恒同算 子）； 

( 3 ) PlP — lPm = PmPl* 

证 （1) 第一*部分证明 L _\_ M =^ PlP m = 0. 事实上，对 y x 9 y 
，，利用 h 的自共辄性，我们有 


^ ^ 、因 M 丄 L 

• iP L P M jc ， y) = ( P M x,P L y) . . 0 . 

eM 6 L 

第二部分证明 & Pm = o=^l 丄 m •事实上，对 v：r，3；ey， 根据正 
交分解定理，我们有 

JC = P M X + (/ — 尸 M) 工， 


由此推出 




6 




13^ 


PMy + (I _ PM ) y ： 

eM 




CPmD ) =(尸尨工，尸 aoO = Cr ，/ Vy )， 

( P L x , y ) = ( P L x , P L y ) = ( x , P L y ), 

因此 


PlPm = 0=^0 = (PlPm 工， y) = (P M 工， Piy) ， V X,y 6 

于是 ^ x ^： M , y ^： 


(D) = iP moc L y ) = 0=>L 丄 M. 
(2) 第一部分证明 L = M ± =^ P l + P m = L 事实上， 

1 = Af 丄 P L -f- P M = I 


Pl = Pm ^ PM ^' 7 P l = I - P m 


第二部分证明 P l + P m = I =^ L = M l . 事实上，由 

y x L x 6 M 丄 



P L X = X 


P M X + P L X ^ X 




P moc = 0 


可知 L 匚 M 1 •又 
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v 2 e a / 丄 


x L 


p m x ~^ p l x=x 

P l/[X = 0 ^ P ~ ^ 

可知 M l CLL . 

联合 L 匚从 ^ 从丄匚仏即得 L=Ml• 

(3) 先证明 PlPM = PL ^\ M =^ PlPM = PmPL - 事实上， Pl 尸 M = PLfW ， 
尸 m 尸 l = PMfu ，因为 PinM = PMfu ， 所以 PlPm = PmP L . 

反过来证明 PlPm — PmPl ^^ PlPM — PLr \ M * 事实上，设尸 = 


则有 


尸 2 


P 


(尸 L 尸 M ) 2 PlPm 

P lP mP lP M — P lP lP mP m — 

从此 u 形等式串的两端可知尸是幂等 算子. 

又对 V ： r ，： ye ，， 我们有 

(Px 9 y) ix.Py') 


(P L P M x ， y) = ( 尸从工，尸 l ，）= (x ， P M P L y) 

从此 U 形等式串的两端可知 P 是自共轭 算子. 因此根据例 1 4 ， P 是正 
交投影算子. 

最后，对 ViG 邊％ 因为 x^PiXPmx) G I^=^Px = Pl(Pm 工 ) ，工 = 

p M ( P L x)e Af ㈡ 尸 尤=尸 a/(p 口 ：） ，所以 


Px = P L { P M ^)=^^ 
Px = P m ( Pl ^)=^^ 


t 卜 6Lf1M . 


今设 yeLHM ， 那么 


Py y 


PM ( PLy)=PMy 
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从此 U 形等式串的两端可知，尸是 LHM 上的投影箅子 Pr n M ， 于是 


PlP m = P 


Lf]M^ 


§2 Riesz 定理及其应用 


基本内容 

定理1 ( Riesz 表示定理）设/是 Hilbert 空间货' 上的连续线性 
泛函，则存在唯一的元3^，，使得 


fix) = ix,y f ) (V , 

而且11/11 = 11：^11.于是由/到 w 给出了 mu ' 的一个 同构. 

定理2设％是一个 Hilbert 空间， aOr ，： y ) 是 I 上的共轭双线 
性函数，并 3 M >0, 使得 

\a(x,y) | < M IUH \\y\\ (V x,y 6 D ， 

则存在唯一的，使得 


a(x 9 y) = (x,Ay) (V 且 


㈢ 'SlSr 


典型例题精解 


例 1 设 / hA ， …， A 是 Hilbert 空间 g 上的一组线性有界泛 


函， 


n 


M = f ] N ( f k ) 9 

k=^l 

其中 N ( f k )= { x ^： \ fkix ) ^0} (々=1 ，2,…， w ). ，记: y 。 为 

• To 在 M 上的正交投影 • 求证： 彐: Vi ，％， …，及 《 i ， a 2 , …， K ， 
使得 


n 


yo 


工 0 — a kyk • 


是 =i 


证根据 Riesz 表示定理,3^6^>使得 

fkioc ) = ( x ^ y k ) (k = 1，2,…， w ). 


因此 



n 


V X G M = P| N{f k )=^{x,y k ) = 0 


(k = 1 ， 2, … ， n ， V 

这意味着 ，: yA 丄 Af (々 = l ，2,…， w ). 不妨假定{：^}: =1 的极大线性无关组 
就是本身•用 Gram - Schmidt 过程构造出一个正交规范集{^}〗 =1 ，使得 
span {々}: =1 = span { jJLi ，则有 

Q 丄 M (々 = l ，2 r "， w ). ) 

令 A = x 。一： y 。， 则 2 。丄 M •对 VxG 逆％ 


n 


n 


( x , z Q )= ^( x , z k ) z k + x — ^( x , z k ) z k 9 z Q 


k= 1 


k=\ 


6 M 


n 


n 


^\ ix ， Zk ) z k ， z 0 


工，(之是，之 0 ) 之 A 


是 =1 


k=\ 


即得 


n 


Z Q = 2 ( z k , Z 0 ) z k . 

k = l ♦ 


由此可见， 

^0 — ^0 = ^0 6 span{A}^i = span{%}:<• 

例 2 设 Z 是 Hilbert 空间#上的实值线性有界泛函 ， C 是#中 
的一个闭凸 子集. 又设 f ( v ) = j \\ v \\ 2 - Uv ) ( Vt ；6 C ). 

(1) 求证： 3/ G ，， 使得 

fM = ^\\v—u II 2 —yiu || 2 (Vt^6C )； 

(2) 求证： 存在唯一的 wGC ， 使得 


f{uo) = inf/o). 

vec 


证 （1) 根据 Riesz 表示定理，3 〆 6^ ，使得 KtO = ( 〆 ， t 0, 

fM = ^\\ v \\ 2 — l ( v ) = ^\\ v \\ 2 —( u * , v ) 

= ^-(\\ v \\ 2 — 2( u * , v)+\\u II 2 ) — 士 IU II 2 


Ik—wll 


U 1 I 2 (Vt^eo. 
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(2) 设 woGC， 使得II從 o — II = inf \\v — m 11 1| $ 因此 

vec 

f (v) \\u 0 — u*W 2 — YIIWII 2 = /(^o) (V^6C). 

由此可见 f(u 0 ) — in{f(v). 

vec 

例 3 设 Hilbert 空间，上的元素是定义在集合 S 上的复憧函 
数.又若 ViGS， 由 

JAf)=f(x) (V/6 ，） 

■v 

定义的映射人： 邊 是#上的线性连续泛函. 求证： 存在* 

的复值函数 K ( x ， y ) ，适合 条件： 

(1) 对任意固定的 jG*?， 作为工的函数有 K ( x , y ) e ^; 

(2) /oo = (/ ， k( • ， : y)) (v/e ，， v ： yes). 

注满足条件 (1) 与 (2) 的函数 KOr，：y) 称为#的再生核. 

证对 因为人 (/)=/( x)(v/e#) 定义的映射人：# 
—C 是#上的线性连续泛函.所以根据 Riesz 表示定理 3 K x e ^, 
使得 

/(工)=(/，心） （v/e，). 

现在 定义* SXS 上的复值函数 

def 

KOc ， y) — （ K y ， K x ). 

验证 KOra) 满足条件 (1): 对任意固定的3^心因为尺##，所 
以 

K(x ， y) = (K y 9 KJ =K y Oc)e 

验证 K0r，30 满足条件 （2): 对▽/€，^：^€5，因为/0)= 
(f ， K y ) ， K y =K (. ，: y)e，， 所以 

f(y) = (f ， K(. ,y)) (V/e ，， VyeS). 

例4设例3中的 Hilbert 空间 ^ = l \ S = K ^^ T ， 的再生核 

K(m ， n). 

dcf 

解又于 N， e n — =( 、0,0,…，1， 0,…），则有并且对 

def 

v/e/ 2 ，/„=(/，〜)是摘取 /e/ 2 的第 n 个坐标，显然是/ 2 上的线性 
连续泛函.故有 
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声 y § s w y 

K(m,n) = (e n ’e m ) = d mn = 

U )， m 字 n. 

例 5 设 Hilbert 空间#上的元素是定义在集合 S 上的复值函 
数.上的正交规范集.如果 尺是， 的再生核，求证： 

oo 

K ( 工， y) = ^e n ( 工） e n (y). 

n= 1 

.证对任意给定的 xGS， 如果将1展开为{心}二1的 Fourier 级 
数，则有 

oo oo 

K x = 2 {K xJ e n )e n = e n (x)e n . 


TV- 


n=l 


再根据 Parseval 恒等式，立即得到 


K(sc ， y) = (K y ， K 工） = e n (y). 


n=l 


例 6 设 D 是 C 中的单位开圆域， # 2 (Z)) 表示在 D 内满足 


\u(z) 1 2 dxdy < oo ( z — x + iy) 


的解析函数全体组成的空间，规定内积为 


(u,v) 


u(z) v(z)dxdy. 


求证：# 2 00)的再生核为 K ( z , zv ) = ( z , zv ^ D ). 


证 第一步先验证 Kz ) =/^J ^ z n ~ 1 (n = l , 2 9 …)是一组正交规范 


集.事实上，设 zzre 1 % 我们有 


-1 f*l 

O w =丄 r m + w - 2 e i ( n _ m ) Vdrd ^ 

^ J 0 J 0 


wnm 


石 mn ， 


第二步应用例 5 的结论得到 


K(z,xv)= 九 O) 九 （ w) = —^nz^xv ^ 1 

n —1 n—l 

= 士念(挪广 1 = 士( Xl ( ^ )n )' 

71=1 «=1 


zxv 


K \ 1 一 ZUJ 


7 t(l — ZZV) 
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§3 纲与开映像定理 


基本内容 


纲与纲推理 

定义 1设(％，户)是一个度量空间，集£^，称£ 是疏的 ，如果 
E 的内点在 f 内是空的，或 E 不包含任一开球. v 

命题 2设是一度量空间.为了 是疏集，必须且仅 

须 " iB ( x Q ， ro ) ^ rOdBCxo ^ ro ) ，使得 

BCxx^r^ f] E = 0 t 

换句话说，任一开球中存在一个 E 的点被清除的闭小球(图 2. 4). 



图 2.4 


定义 3在距离空间（％，户）上，集合£称为 第一纲 ，是指£ = 
0 ，其中艮是疏集.不是第一纲的集合称 为第二纲集. 

n= 1 

定理 4 (Baire 纲定理） 完备度量空间是第二纲集. 

开映像定理 

定义 5设(^一，（夕， r ) 是距离空间， T : %—少 称为开 映像， 
是指: T 映开集为 开集; 或对任给的开集 W ^ x 0 eW ^ Tjc 0 是: TW 的 
内点. 

命题 6 : T 是开映像 w 33>0, 使得: TB (^，1)= DW ，《， 其中凡 
U 分别表示中的开球. 

定理 7( 开映像定理） 设 汉， 都是万空间，若 
是一个满射，则: r 是开映像. 

定理 8 (Banach 逆算子定理） 设 汉， 都是万 空间，若 : Te 
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y (%，） ，它既是单射又是满射，那么 了- 1 e 7(欲，|) • 

推论 9( 等价范数定理） 设线性空间^上有两个范数 IMk ， 
|| • || 2 ，如果 I 关于这两个范数都构成 Banach 空间，而且 IH 2 比 II • II i 

强，则 ll • ll 2 必与 ll • ll 1 等价. 

定义 10 设免和淡是 Banach 空间 ，: T 是 DCOC ：% 到欲的线 
性算子，对于任意 U } 匚 ZXT )， 若由 Xrr ^ x ^ Txn-^y 可推得: rGDCT )， 
及 3；=7" x ， 就称了是闭 算子. 

每个连续线性算子： T 都可以将定义域 DCT ) 延拓到 DCT ) 上，因此 
每个连续线性算子： T 都可以看成是有闭定义域的，于是每个连续线性 
算子必是闭算子.可是一般的闭线性算子未必是连续 算子. 

闭图像定理 

对于线性算子而言，我们来看连续性与闭性间的关系.我们说一个 
连续线性算子： T : DCT )— Y ， 总可以延拓到 DCT ) 上.这是下面定理的 
结论. 

定理 11( B . L . T 定理） 设: T 是 f 空间％到 B 空间淡的连续 
线性算子，那么： T 能唯一地延拓到成为连续线性算子7\，使得 
:且 ||7\|| = 1|71. 

定义 12 设 I 和少是线性赋范空间，令 

^ X ^ \x 6 ^ G ^}. 

按运算 

(工 "：yi) + (工2，）2)=(工1 + ^ 2 ^yi + : V2)， 

a{x^y) = (ajo.ay) 

组成线性空间，定义范数(图模） 

IIO ，： y)ll = Ikll + WI. 

这时％ X 少是线性赋范空间. 

令: T 是定义在 D ( Td 上到夕的线性算子，考查 

def . 

G T — {( a : 9 Tx)\x e D ( T )}. 

显然， Gr 是中的线性子 空间. 

命题 13 : r 是闭算子的充分必要条件是按图模是闭集. 

定理 14( 闭图像定理） 设 I 和淡是 Banach 空间 ，: T 是 Z )( T ) 
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[I 到少的闭线性算子， DCT ) 是％中的闭集，若是 IX 少中 
闭集，则: r 是连续的. 

推论 15 定义域是闭子空间的闭算子是连续的. 

共鸣定理 

定理 16( 共鸣定理或一致有界定理）设I，少是 Banach 空间， 
W 匚70^，％)，如果 

sup ||Tx|| < oo (V x 6义）， 

rew 

那么存在常数 M， 使得 ||7ll<Af ( VTGP ^). 

推论 17 设 f 是 Banach 空间 ，AC=f %则 A 是有界集的充分 
必要条件是对于 V^6^,sup|/U)|<oo. 

定理 18 (Banach-Steinhaus 定理）设汉'，淡是 Banach 空间， M 
是^的稠密子集，: r„ ，:^eyc^，少)o^=l，2，…），则7^ 1 强收敛于:^ 
(BP lim7；:r=：r：r，V：re%) 的充分必要条件是 

n—oo 

(1) llTj 有界 ; 

( 2 ) limT„x = Txx ^： M . 

n-^oo 

应用 

定理 19 (Lax-Milgram 定理）设 m (: t ， 3 ；) 是 Hilbert 空间汉'上 
的一个共轭双线性函数， 满足： 

(1) 3M>0 , 使 ImO ，）） 11 工 11 ll：yll Vi ； 

(2) 3 々>0,使 | M ( m ) I "工|| 2 

那么必存在唯一的有连续逆的连续线性算子 Aey(%) ，满足 

u { x , y ) = ( x , Ay ) (V x,y 6免）， 

并且有 

IU _1 II < y. 一 

定理 20 (Lax 等价定理）如果||7^—了工||—0 (woo)， 对 VxG 
^ 成立，那么为了 oo ) ，其中与 : c 分别是原方程 Tx = y 

和近似方程:的解，必须且只须 3 C>0, 使得 

IIUKc (v^e n >. 
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典型例题精解 


例1设，数列满足 SU P |^|< CX 3. 作％到自身的算子 

是>1 

: T 如下： 

V 工 ={^} 6 f ， y = Tx = {a k ( k }. 

求证： ： T 存在有界逆算子的充分必要条件是 inf | a ,|>0. 

、 k >\ 

证先证充分性，即假定 inf | ^ | >0 ， 要证明： r 存在有界逆算子. 

k^l 

根据 Banach 逆算子定理，只要证： T 是单射、满射.注意到 

def # 

a == inf | > 0=^a k >0 (々=1，2，".）. 

k^i 

为了证单射，假设 {匕} e ^， 使得 7^=心 那么 

Tx = 8 x — 6 


a k >0 

a k $ k = OCk = 1，2 ,…） Sk = 0(々= 1，2,…） 

从此 u 形推理串的两端即知： r 是单射. 

为了证： r 是满射，假设要找: r ={&} ei ， 使得 
y = Tx . 事实上，就是解方程 


~ Vk 

(k -- 

=1，2,…) 

因为心參0,所以很容易解得 




(々=1，2, …）. 


a k 


再由于 I 匕丨=& <士*17山故有 

oo oo 

^ \ 7 ! k \=^^= {^ k ) ， 

k=l 61 k=l 

4 

满足并满足 lUIKllimi ，即 " 

llT-^lK^-bll (V^e^). 

再证必要性，即假定： T 存在有界逆算子: T " 1 ，要证明 inf |以 | >0. 
换句话说就是，假定 3 M > o , 使得对 v ： r ={ ue ，， 有 
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幻， 

n = l n== 1 

要证明 inf | a w |>0. 

k^l 

用反证法.事实上，假定 inf | a „ | =0,那么对 Vw 6 N ，3〜， 使得 

k^l 

k „ J < y . 不妨假定子序列就是序列本身，即设 I 〜 I <士•，那么对 
\/ x = {?„} 6^" ，有 

^|^|. (1) 

n = l n= 1 

我们取一串如下： 

k t 

/ \ 

x ik) = (0,0,… ， 1 ， 0,0,… ）（々 =1 ， 2 ,…）， 

即 x ^ = { C ) = iS nk ) (々=1，2广.）.对每个々=1，2，".，将:^)的坐标 
代入不等式 (1) 的两边，便得到 

i]iei a = l ， 2，."). 

w=l n=1 

由此导出 

1 ^ M • (々=1，2, …). 

令 々400， gP 导出1<0,矛盾. K 

例2设 I 是 Banach 空间，％。是I的闭子空间，映射 A % 
— 0,定义为 <p- x [:c ]， ，其中 Dr] 表示含 :c 的商类(等 
价类).求证 P 是开映射 • 

证用开映像定理，只需证明史是 满射. 事实上， v [: r] e 
任取 x e [*r] ，则有 x e I ，并且〆: r) = o] ，从而 p %—沒7%。是 
满射. 

例3设淡％少是 Banach 空间，(/6 ，又设方程 Ux = 

3^对每一个3^淡有解并且 3 m>0, 使得 

\\Ux\\^m\\x\\ (V ^ 6 D. 

求证. • t； 有连续逆 t/— \并且 IW— 1 II < \ im . 

证由题设条件是满射，且是单射.所以根据 Banach 逆算子定 
理，我们有 t/ _1 e 父(淡，1). 
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进一步，对 设 f / _1 ： y = i ， 则 

1 = IWI = 11"工11 ^ m IUH = m || f / _1 ^ l |. 

由此推出 ㈣ —HI = sup \\U~ l y\\ < 1/m. 

II 3^ II =1 

例 4 设#是 Hilbert 空间，父(逆0并且 3 m >0, 使得 

| { Ax ^ x ) I ||^:|| 2 ( Vx 6^^). 

求证： 

证由条件， v ^ e ，， 因为 

m |U|| 2 < I (Ar ， x) I < \\Ax\\ |U|| ==^|| Ax|| ^ m |U|| , 

所以 A 是单射. 

又对 Vie (及 CA )) 1 ， 因为 

0=| ( Ax , x ) I ^ m ||^|| 2 =>^: = 6, 

所以 (R(A)) ± ={0} ，故有及 G 4) 在，中稠密. 

进一步，要证明 A 是满射，即要证穴 04)=^. 因为已证及 04) 在 
，中稠密，所以只要证及 G 4)= 互乙石，即只要证及 M ) 是闭的 • 事实 
上，设 {>} 是及 （ A ) 中的收敛列，从而是基本列，并设 Ar „ = ： y „ ，则由 
|| Ar ||>^ IUII ，我们有 

Ik — X 』< 士 Ilk — A 〜|| = 士 b ” — 3 JI . 

由此可见 ， } 是基本列，从而是收敛列.设 

x n -^ xo 6 ^ == ^yn = Axn -^ Axo ^ R ( A ) , 

从而及 （ A ) 是闭的.故及 U )= i ? CA)=，，BP A 是 满射. 最后根据 
Banach 逆算子定理^ _1 6^(^). 

例 5 设 I ，少是线性赋范空间， D 是％的线性子空间， A : D 
—少是线性映射•求 证： 

(1) 如果 A 连续， D 是闭集，则 A 是闭 算子； 

(2) 如果 A 连续且是闭算子，则淡完备蕴含 D 闭； 

(3) 如果 A 是单射的闭算子，则 A ' 1 也是闭 算子； 

(4) 如果％完备， A 是单射的闭算子，及 04) 在淡中稠密，并且 
1 连续，那么穴 U)=M 

f x n ^： D ^ A ) , x n -^x , — 

证 （1) 设 因为 D 闭，所以 xeD ( A ); 又因 

\Ax n -^y. 
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为 A 连续，所以•故乂是闭算子. 

(2) 因为 A 连续，又％完备，那么根据定理11， A 能唯一地延拓 
到; D 上成为连续线性算子 A， 满足 A| D =A， ||2|| = Mil. 到此，本题还 
有一个条件 A 是闭算子未用，下面用它来证明 Z ) 闭.设 x n eD 9 x n - 
要证明 ^€1). 事实上，现在有 


X. 


Ax n = Ax n — Ax^ 


n 


因 为乂是 闭算子，所以 


x n ^D,x n -^x ^ _ 

Ax n = Ax n -^Ax) 

(3) 首先因为 A 是单射，所以 A— 1 存在.注意到 DCA— 

也就是说，是定义在及 04) 上的线性算子.我们要证 A— 1 是闭算子， 
就是要证，如果 


y n ^ R ( A ) , y n -^ y , 
x n = A ~ l y n -^ x , 

则有: yG 及 04) 且 x = A ~ l y . 事实上， 

ly n ^R{A) ,y n -^y 9 ix n ^D(A) ， x„— 工， 

A ~ l y n -^x \ y n = Ax n -^ y . 

因为 A 是闭算子，所以 • reZKA )， 且 y = Ar ，从而3；€及（^4)且 :r = 

义 -V I 

( A ) _先根据第 (3) 小题，由条件 A 是单射的闭算子，即知 A - 1 也 

是闭 

其次，注意到 A - 1 的像空间是 I ，根据第 (2) 小题，我们有 

A ~ x 连续 、 

1 是闭算子 \^ R ( A ) = D 04- 9 闭. 
f 完备 > 

最后 ，一 方面，因为尺 04) 闭，所以及04)=互^ ; 另一方面，因为 
R ( A ) 在淡中稠密，所以瓦^ =少.两方面联合起来便有及 （ A ) = 
R ( A )=^. 也就是说， 

及 04) 闭 

及 04) 在欲 


中稠密 


=^R(A) = R{A) = ^ . 
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例 6 用等价范数定理证明 ( C [0 ， 1] ， II • lli ) 不是 Banach 空间，其 
中 ll / llefl / ⑴ I 心， v / ec [ o ， i ]. 

Jo 

证用反证法.假如 B 空间，注意到空间 
C [0，1] 的范数是 

11 / lie = max 1/(0 |. 

0«1 

现在 


ll/ll! 


0 


\f(t) \dt < max |/(0 I 

o«i 


ll/llo 


II - lie 是比 II • IL 强的范数，用等价范数定理， 
ll-llc 与 ML 等价 ， BP 3M > 0 , 使得 ||/|| c < 

AMI / IUv / ec [ o ， i ]) •今取 


def 




def 11 — Mt ， 0 ^ l/M, 

/ o (0 — / _ 

1 0， l / MO < l ， 

则有 / 。 €0[0 ， 1] ，且 ||/ 。 ||( ： =1 ， ll/olli = l / (2M) 



(参见图 2. 5) .于是出现 

1 = ll/ollc < ^ ll/llj = M • ^ = y , 


矛盾. 

例7 ( Gelfand 引理） 设％是 Banach 空间， : R 1 满足 

(1) / > O )>0， ViG 义； 

( 2 ) 

(3) p { xi + x 2 )^ p ( xi )+/>(^ 2 ) > V^i >^ 26 ^"; 

(4) 当 x n ~^x 时 Aimp { xn )^ p { x ). 

n —00 

求证： 3 M >0, 使得 WxW ^ xe ^ r . 

证令 

def 

lUlli ~ Ikll + sup />( or ) ， 

aes 1 

其中 s 1 是复平面上的单位圆周.首先证明 IUL 是％上的范数.事实 
上，设 | A | e lf ，注意到 
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AI supp (ax) 

aes 1 


snppiaAx ) 

aes 1 

IA | supp ( ae ^ x ) " | A | supp (^ x ) 

aes 1 fies 1 

从此 U 形等式串的两端及 II Aril = I A | lull ，即知 || Adli = Ul lUlh ，故 
INK 具有齐次性. 

进一步，再证 p ( d ) = 0 . 事实上 ，一 方面 p (6)^0. 另一方面，对 V^o 
#0,因为^ ■• To — eO — 00 )，所以根据条件(4)，我们有 p [ ~xq > p (6) ， 

n \ n 

两端取下极限并用齐次性即得 

• 1 \ 1 

p (0) ^ limp — x Q I = lim —— p ( x 0 ) = 0. 

ri—^OO ' ^ ^ 

联合以上两个方面，得证/ >(0) = 0. 

下面证明 （ UUIL ) 完备.事实上，如果设 IU „—& IK — 0,则有 
Ik — jcJI — 0,因为 ( f ， IUII ) 完备，所以彐淡"，使得 : c „—: c . 

对 Vee (0， l )，3 ive N ， 使得 

IUn — ^mlli < Y (V m 9 n > N ). (1) 

因为 lUlISlIdl + supfter )， 所以不等式 （1) 蕴含 

aes 1 

£ 

supp ( a ( x n — x m )) < — 

a 6 5 J 乙 

令 cxd , 我们得到，对 V aG S 1 ， Vrz>iV ， 有 

_ e 

p ( o [( x n — x )) ^ limp ( a ( x n — x m )) ^ (2) 

又因为 IldlAlldl + sup / KM )， 所以不等式 （ 1 ) 蕴含 

aes 1 

IU « — 工 mil < Y (V m ， n > N \ 

令 oo, 我们得到 

\\ x n 一 x || < 音 (V w > N ). (3) 

联合不等式 (2)，（3) 得：对 Vrz > W ，成立 
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€ S 

I 一 IL = |j 一 II + ㈣( 一 )） < 7 T 


£• 


从而 IUIL 是％上的完备范数. 

最后根据等价范数定理，3 M>0 ，使得 

lUlli ^ M \\ x \\=^ p ( x ) ^ M \\ x \\ , V ^ 6 
例8设I，欲是 Banach 空间，九6义(，，淡） Oz = l ，2,…），又 
对 { 戍尤}在少中 收敛.求证： 3^6^(^,^)，使得丄强收 
敛到儿且 llA"<lim \\AnW. 

n—oo 

证对 Vief ，因为{在^}在％中收敛，所以可以定义 

n-^oo 

并因而 {A^} 在欲中有界，即 

sup |U„^||<oo (V^6^). 

由共鸣定理， 3M>0, 使得 ||Aj|<M(V/z>l)， 从而 

II Ar|| = lim || A n x ||^Um|| A n It lUII^M ||x|| (V^G^). 


n- 


7(，，淡），并且||乂||<11 111 ||凡||. 



w- 


设 l</><m ，并且 f + ^ = 1，求证：如果序列 uj， 使得 


>A 收敛，则 {W} e 又若 /: I 卜 ^ a k ^ k ,mf 


k=l 


k=\ 


作为 p 上的线性泛函，有 


11/II = ( 2 \^k\ q ) q • 


k = l 


n 


证 " ix = {&}66 令 〈/d〉= 则有 


灸 =1 


fn 6 * — £^(l p 9 K) , lim</„ 9 x) = ^y\a k ^ k = {f ， x) • 

n-^oo i 


k^l 


对 k ， a „=/„， a =/， 应用例8 , 即得 /e (n ' 

下面证明 a={^}e/ 9 . 事实上， VrzG N， 构造: r (rt) ，其坐标为 


工 k 


n) 


I \ a k | 9_1 • e— 1 〜， k ^ n , 


Ok = arga ^. 


0， k ^> n ， 

因为对每个确定的 w ，:r (B) 不为零的坐标只有有限项，所以 x (n) e l p . J® 
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步 ，一 方面 


n 


</，工 


(n) 


2 I 心 


q 


k==\ 


2^1^ I 9 ' 1 

^=1 


e -^ = ^ l ^ l ，- i |^| e ^ 


e 



另一方面， 

〈 / ，工⑷ >< ii/mu^ii = ii/ii(i>i( 叫古 

k=i 


Cq — l}p = q 



k^i 

联合上述 u 形等式串的两端和不等式，即得 



^=1 是 =1 


注意到 ^"+1=1 ，这个不等式就是 
P Q 

( 文 > 々卜 ) 11/11. 

k=^l 

由此可见， a = ujez 9 , 且 IUII 9 < II / II . 

又根据 Holder 不等式，我们有 


I {fjx) | = | (a 9 x) I < ||a|| 9 lUlly 

由此推出 ll / ll < IWI 9 . 联合 

lkll ,<||/|| 
ll / ll < lk|L 


11 /II = lkll 9 . 


例 10 如果序列 b} 使得对 V：r = { 匕 } G Z 1 ，保证; 2 收敛•求 

^=1 

证又若/:工卜 义作为 厂上的线性泛函，求证11/11 = 

^=1 

sup \ a k \. 

k^i 

n 

证. V 2= {匕} G 1 ，令 〈/n，X> = 1)々匕，则有 

是 =1 
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/„G (Z 1 ) * K) , lim(f n 9 x) = ^ja k $ k =(f 

n—*-oo k = l 

对， = / i ， 淡 =取，凡=/„，^4=/，应用例 8,即得 / GG 1 )' 

f - \ 

下面证明 
有 

a k = f{e k ) , \\e k \\ = 1. 

进一步，因为 

|«^| = \f(e k ) I ^ 11/ II \\ek\\ — 11/11 ， 

所以 a = w } er % 并且 IWL < II / II . 

反过来，因为 

n n 

I </„^> i < y ) i^i < su p I ^ 121 ^ 

l<k^n k = 1 

^ sup I lUII ^ IkIL IUII ， 

所以 联合 



11 /II = Ikll 


lklL< ll/ll 
JI/ll<tklL 

% / 是 [ aj ] 上的可测函数，而且对 \/ geL p [_ a 9 b ^ l < p < 


㈣ |. 


/⑴发⑴ ez / kj ]， 求证 

't V，w = l ，2, …，定义 

f/(0, 


人⑴ 


0, 


/ GL 9 [ a ， 幻，其中 f + f = 1 


1/(，） | < 打， 

其他， 


那么 /„(0 6 L 9 [ a ，6] •令 

F„(g) = fn(t)g(t)dt 9 ^ g^: L p \_a,b~\, 

J a 

则 F n e ( L p la ，幻 ）* JFJ = ll / J 9 •因为 

\ f n ( Og ( t ) \ < \ Kt ) g { t ) \ e n {_ a , b \, 

所以对 V ^^ z / OA ]， 有 | F „ k ) |< oo . 根据共鸣定理，必 3 M >0, 使 
得 


ll^nll = WfnWq < M in = 1 ， 2 ，".） ， 
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即 


\fn(0 \ q dt 

J a 


9 


^ M (” = 1 ， 2 ， …）. 


又因为 a . e.T L 9 [ aj ]， 故由实变函数中的 Fatou 引理得 


1/(0 \ q dt 

J a 


q 


lim \ f n ( t ) \ q dt 


q 


< lim ( \ b \f n (0\ q dt) q <M ， 

n — ►oo \ J a I 


即 feuia ^. 


例 i 2 设义是万空间， {<?„} 匚 I ，且 v / ei *， Dl / (匕）丨< 


00,又设数列满足 lim A = 0•求 证： 级数乏按 


的范数收 


k^l 


敛. 

证如果当 w 足够大时 ， a „ = 0, 那么结论显然成立.此外，不失普 
遍性，假定〜关0,否则用 { a „} 中坐标不为零的子序列代替 { a „}. 本题要 


且只要 证明： 点列 U „} 


def 


n 


ZaA 是的基 本列. 事实上，记 D 


是二 =i 


{{叭}丨 kl < i }， 则对 v / e ^* n n ， 我们有 


n+p 


/，2>匕 


h 


w+/> n+p 

^ y ^ k / i ^ k ) < 2 i /( 匕 ）I 


k ： 


n+p 


k: 


< 2 1/(^) I < °°- 


k 


根据共鸣定理， 


7l + p 


⑴ k 安 k {(^k) Ojp N 

k = n 


是 f 中的有界集， g 卩 3 M >0, 使得 


n+p 

⑴ , { o ) k } O 9 n 9 p N . 


记 


k==7l 

， p= max I 七 I ，根据我们开始的假定，贝！ J 有对 

n^k^n-+-p 


n + p . 


<1，从而 
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a k 



^ iQ 


(n ^ k + p ). 


进一步，因为条件 lima n = 0, 所以 limo^^O, 对 N 一 致成立•于 

n—►co n—►co 



^ ⑴ n ，pM — Q ， 



对 VfG N —致成立.故点列 U„} 是义中的基本列.又因为，完备， 
所以是义中的收 敛列. 

设货'，％是 Banach 空间， AG 2d，％)是 满射.求证: 

如果中>-^。，则3 C >0 与办;使 

\ Ax n = ：y„ 且 IU„I| ^ C ll^nll. 

证各 iV(^l) = {xG 沒 n Ar = 0} ，考虑映射 

(A ： ^T/N(A) 4 少 ， v Me ， /iVCA ) ， 
i^4[:r] = Ax 9 V G D^]. 

(1) 证 2 是单射.事实上， 

■A[:r] = 0=^Ar = 0 (V ^ G [ 尤 ]) 


=^x G ^(^4)=^[^：3 = [汐] • 


故2是单射. 

(2) 证2是满射.事实上，由条件 a 满射推出，对 v^e^,3^e 
义 ，使得 Ar' =：y， 从而 A \_ x , ~] = Ax ' = y . A 满射. 

(3) 证 2 有界.事实上，因为对 VO]e，/iVG4)， 我们有 


II H ， ' 明 - II AxlU<||AIIIUIK2 UIIIIMU 


由此推出2有界. 

(4) 由 Banach 逆算子定理， 2— (淡，沒 W04)). 

(5) 证 : yo = 0 时的结论.事实上，如果 : yo = 0，： y n — 0,记 [>„] = 
2- 、，则有 

IIL^JII = l|A-VJI<ll^- 1 ll bJK 

注意到这个结论与要证的一般结果十分类似，其中112_1相当于 C 下 
面要做的事就是“过河拆桥”，将[%]中的“ □” 去掉.事实上，根据第一 
章§ 4例13的(2)，可取:，使得 
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IU ： ll <2| IMII <2||2- 1 | lbJI . 

进 一 *步，从 y n ~^0 即知沒.令 

y n = Ax n , C = 2 || A _1 1| , 

则有 IU ： ll<CbJNC = 2 IIJ 4- MI . 即已经证明了 3 ^o = 0 情形下的结论. 

⑹证: y 。 关0时的 结论. 事实上，设 ： y „— 

Dr 0 ] = A -1 ： yo, 则有 

||[工„] — [ < z 0 ]|| = WA^yn — A~ 1 y 0 \\ < \\A~ l \\ \\ y n — 3 ； 0 || 0. 

取: [>。]， 满足 IUJJI < 2 ||[>。]||;同时取 Dr „] ，满足 

IU 1 — ^11 < 2 II [^ n ] — Oo ] ll . 

、- V I、A f / 

这样并有 
* 

y n = A \_ x n ~\ = Ax n , : y 0 = A \_ x 0 ~] = Ax[ t 

进一步，对 > 一 M —心 应用 （5) —步结果即知 

| IU1 —工 J < c \\ y n — y 0 \\ , 
i IU 0 H < C ||^0II ? 

其中 C = 2 112-1. 由此可知 

1^111^ 11-^1 — 工 ! > II + II 工 ! ) II < C 11% — ^oll C Hjyoll 

^ C ll^nll + 2C ll^oll. (1) 

最后，再想办法将 boll 折合到 bJ 上去.事实上，因为 W 关0,所以 
3爪，使得对 \/ n > N 0 , 有 


ll^oll — ll^nll < ll^n — ^oll < Y ll^oL 

由此推得 

boll <2 b „ ll . ⑵ 

联合不等式 (1) ， （2) 即知 || x 〔||<5 C ll ^ nll . 

例14设^是 Banach 空间，: T 是闭线性算子， DCT ) CZ 汉'， 

dcf 

及 (T)C 欲， W)—Ue ， |T:r = 0} • 求 证： 

(1) WCT ) 是义的闭线性子 空间； 

( 2 ) 若 iV(D =卬 } ，则及 CT ) 在淡中闭的充分必要条件是3 0， 

使得 
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Ikii <«||rx|i, \/ xe Dm ； 

(3) 及 cr ) 在淡中闭的充分必要条件是 3 m >0, 使得 
md{x,N(T)) < IIT^II (V e D{T ))， 

其中 d ( x ， Nm ) 表示 : r 到贫' 的子集 Tver ) 的 距离. 

证 a ) 设 Aeiver) ，： ^— ： r. 要证 : reaver) • 事实上， x„e w) 
=^Tx n = 0—0 , 故有 

. ix n -^ X , 

[ TXn -^ 0. 

因为: T 是闭线性算子，所以 0= Tx =^ xGNm . 

(2) 必要性事实上，因为及(: T ) 在欲中闭，所以及 CT ) 是5空 

间，: T : D ( T )— 及(70满射.条件⑹意味着： T : DCr )— R ( T ) 
是单射.于是: r : DCO — ACT ) 既是单射又是 满射. 由逆算子定理知 
T ^ eyo ^ cr )，，）， 从而3«>0,使得 * 

llr-^IK^ bll (v^e^(T)). 

于是对 V ： r 6 贫'，令: y = T ^， 便有 IkKa llT ^ II . 

充分性事实上，从 j 即知3心€/)(：0,使得 
3^ = 7^„—^，这样{了^}是基本列.又由所给的不等式，有. 

ll^n — ^m\\ ^ a \\Tx n — Tx m \\ , 

故 U „} 也是基本列，从而 3： rG ^ 使得 a — X . 因为： T 是闭线性算子， 
所以 

工 ”— 工 )=^ 3 ^ - Tx=^yeR(T) 9 

Tx n -^ y ) 

即证得及 cr ) 闭. 

(3) 我们希望用 （2) 的结果，但少了条件 WCT ) = {$}• 将下 
放”到商空间 沒 WCO 去看，目的就是使得 AK 70 可以看成“ 零”. 注意 
到 艾 / NiT ) 凫 B 空间(见第一章§ 4例13中 （3)). 考虑映射 

T ： ^/N(T) 

D(f) = (M e ^/N(T)\x e D(T)}, T[_x~] - Tx. 

显然 JV ( f ) = M ，及 ( fhACT ) •如果 f 是闭算子，用第⑵小题结果， 
即得结论. 
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下面证明 f 是闭算子.事实上，要从 


([xj e Dm , 


\ T [_ x n ~] y 

(1) 

出发，导出 


(M e Dm , 



(2) 


无论“出发点 ”(1) 还是“目的地 ”(2) 都是建立在商空间上的.可是条件 
T 是闭线性算子，却是建立在原空间％上的.因此需要还“原”.从 (1) 
出发，根据第一章 §4 例 13 中的 （2)，3： c „ eiK ： r )， 使得 IU — : r || < 

2 11[工„ — 尤]|| — 0,且7"工„ = T [_ x n ~] — ： y ， 即有 


G D { T ) j 
\Tx n 


(1，） 


注意到 ( l ') 就是⑴的“原”，由 （ r )， 利用条件: r 是闭线性算子，我们得 
到 


\y = 1 x . 

再从 (2') 推出 （2) 是显然的，因为本来就是定义. 

现在将证明 f 是闭算子的线索通过 U 形推理串小结一下， U 形推 
理串的两端是“出发点”和“目的地”，但是为了利用 T 是闭线性算子的 
条件，我们绕过 U 形推理串的底部. 

( 1 ) ( 2 ) 





(2，） 


最后，因为斤(乃=[0]，尺(乃=及(：0，用第（2)小题结果，即得 
3 «>0，使得 II Dr ] « || TM || ，根据第一章 § 4命题 17， || [>] || = 
办， W ))， 故有 \\ Tx \\. 令 m = l / a ， 即有 

md ( x，NmX \\ Tx \\ 以 x e D ( T )). 

dcf 

例 IS 设 f ，％ 是 Banach 空间 ,^( T)—UG 


^T\Tx = 6} ^ 
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7( T ) 

求证 ： （1) 7( T )<|| T ||； 


^ f [ \\ Tx \\ 

溫乃 WCr ， JVCT)) 


(2) 当 : T 可逆时， 7(70 = ^!^. 

证首先从 7 cr ) 的定义，对 v * r $ ivcr )， 有 

ll^ll \ 


cKx 9 N ( T )) 


W )， 


由此推出 

\\Tx\\ >7(TVU,N(T)). 

不等式 (1) 对: WCO 也成立. 

a) 对 v 之 ewer) 及 v^e^, 

IIT^II = \\T(x-z)\\ < llTlIlk — 之 II ， 
上式两边对 zeiVCT ) 取下确界，即得 

lir^n < iitii d(x ， Ncr»nTx \\t\\. 

(2) 当: r 可逆时， ak : t ) = W }， 从而 

dix ， N(TA = Ikll ， 7(T) = inf jj^}. 

|kl| = \\T~ l Tx\\ < HT- 1 !! \\Tx \\, \f x e 
从而由 7 CT ) 的定义，有 

7(T) = I ^ 

另一方面，由不等式 (1) ，并注意 (2) 式有 

bl| = ||TT-^II > nT) IIT-^IU y ye 


故 


⑺ ： U =7 ( r ) IIT - MI , 


即 7( T ) <][^- 总之 7( T )= ^ lf . 

例 If 设免，欲是 Banach 空间，: rey ( m ， 

Y y ⑺气或 ujgy . 


( 1 ) 


( 2 ) 
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求证： 及 CT ) 在淡中闭的充分必要条件是 7( T )>0. 

证法1注意到例14的条件都满足，对 m = 7( T )>0 用其结论 
(3) 即得证. 

证法 2充分性事实上，设7(了)>0且有序列[，及％ 
6欲，使得 limTx „ = y 0 - 

由例15中的不等式(1)， 

|| T 0 r n - ^)|| ^ nT ) d ( x n - x m ， mT 、\ 

由于 { Tx „} r 是％中的基本列，故对存在 { Txjr 的一个子序 

列 {7^} r =1 ，使得 

\ TjC n k+l — Tx n k W < k = 1 ， 2 ,…， 

从而 


d ( ^ Xn k+i ~ w )) < 〒， 


々=1，2， "•• 


对每一个固定的々，因为 是点、 % +1 —%到之 e 
ivcr) 距离的下确界，即最大下界，这意味着 


d( ^ Xn k+i ~ Xn k ,N{T)) + Yk 

不再是点:^ +l — %到 zew) 距离的下界，故可取 U}r =1 eivcr)， 
使得 


I 工 ％+1 — Xn k —之」< ^^ X n k+Y —工”是， W (了 ）） + "^ < 2 


是一 1 , 


k = 1，2，“、 

oo 

令^ = ^ +1 — 尤％ — A ，因为 D II ^ II < 2，汉'是 Banach 空间，所以 

k=\ 

def 

• To - DG ^ . 因为7^ = 0，所以 

是 =1 



n k+i 



走 =1 
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= UmTx n — 了工 ' = ： y 0 — 7\r Wi ， 

wz-^oo m 

从而 了^^+工')=3^=^^。6及(了) •故 尺 ( 了 ) 闭 . 

必要性事实上，设 i?(7") 闭，那么 尺 (T) 是 Banach 空间. 这样由 

开映射定理， 3 r >0, 使得 

B 09 f r ) n R ( T ) dTB ( ff 9 l ). 

由此 推出： 对 v ： ye 及 cr) ， 3 ^^， 因为 

e B ( d 9 r ) n RCn 匚 TB (0，1)， 

所以彐工 0 €5( 沒， 1)CZ 免，使得 f 1|^" = 7 ； 2： 0 • 令之 W 工 0, 贝 ! J 有 

了之=吾 IWI 了工。=吾 IWI • f = :v ， IUII < 吾 IWI* 

上述 y eR(T) ,y^d 是任意的，今对 V ： re ，， 特别取 y=TxeRm, 
也应该 ke ，， 使得 

y = Tz = Tx ， IUII ^ IM. 

由此 z—x=xi^ ： N(T ) ，并且 

llT^rll = bll > f IUII =jlU + ^ill> jd(^ 9 N(T)). 

由此得到 j^r)>f>0. 

设贫 '，％ 是 Banach 空间如果存在欲的 
闭子空间从，使得 R(T)f)M= 0} 并且及 ( T ) ㊉ Af 在少中是闭的，求 
证： ACT ) 在欲中闭. 

证考虑线性算子 

Ti : XM — 欲， Kx ， m) = Tx m ， (x 9 m) G ^ X M. 

显然 

t e e x m ，^ o . 

一方面，由条件及 ( T ) ㊉ M 在欲中是闭的，即及(7\)在少中是闭 
的.根据例16的必要性，即知八7\)>0. 

另一方面，因为及 cr ) nM ={ 的，所以 

NCT,) = N{T) X {9). 

于是对 Mxe^r, 
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M= ||r i U,0)|| WD . d((:r ， 0) ， iV(7\)) 

= 7 a \) d ( x ， Ncn ). 

因此八70>7(7\)>0,于是根据例 16 的充分性，即知 尺 ( T ) 在％ 中 

闭. 

例18设 ^ r 9 ^ 19 ^ r 2 均为 B 空间，:，: r 2 分别是免到沒^与 
^2中的闭线性算子，且有 ZXOdZXTD， 求证： 3M>0, 使得 

||r 2 x|| <M(|kl| + IIT^II). 

证在乘积空间贫中引入范数 

def 

11(^^)11—11x11 + IIT^H. 

由于是闭线性算子，故其图像6(7\)是3^^ i 中的一个闭集.因 
为是完备的，所以是完备的，从而 GCTd 也是 B 空 
间（见图 2. 6) .作算子 

r : G(Ti) 2 , T 2 x, V ix,T x x) G GiTj). 

6C QT^ 

T^C 


图 2.6 

由直接验证可知 r 是一个线性算子.今证明 r 是一个闭算子.事实上， 
如果有序列 ( a ，7 Vt „)C=G(7\) ，使得当⑺时， 

I ix n ,T x Xn) ix,T x x) , 

\ T 2 x n y , 

那么，由假设可知 UCdctocldc ^). 又由乘积空间中范数的定义 
可知 



故当 w-^oo 时， 
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^ Xn . T ^ n ) 0,7^) 


n 


J 



[ x n x , 

\ T z x n ^ y 9 

mr 2 是闭算子，从而 xemT 2 ), T 2 x = y . 于是 r ( x ，7 Yr ) = T 2 x = y \ 
这说明 r 也是一个闭线性算子 • 由于 D ( n 是 B 空间，也是 B 空 
间，因此，由闭图像定理,厂是从 g (7\ )到的有界线性算子，从而存 
在常数 M >0 使得对一切 xe _ D (7\) ，有 

||7>|| M ( lkl | + II 7 VH ) 

II II 

rCr ， 7» < M||Cr ， 7Vr)|| 

从此 U 形等式-不等式串的两端即知 

1|7>|| < M (| UI | + IIT ^ H ). 

例19 设{%•}是无穷矩阵，满足 

oo 

2 | a i} | 2 < oo (f = l ， 2r"). 

j=i 

记 j = Ar ， 其中工二^匕，…，^*，…）^ 2 ， 

oo 

7 /i = = 1，2 ,…），： y = (7 i ，72, …，7 ”，…） G Z 2 ， 

嶠 


7i" 


a n 

a lZ 

a l3 

… a lj … 



72 


a 2l 

a 22 

a 23 

… Ct 2 j … 



Vs 

• 

• 

— 

a 3l 

• 

• 

a 32 

• 

• 

a 33 

• 

• 

… CL zj … 

• 

• 


彡 3 

• 

• 

• 

Vi 

■ 

• 

a i\ 

• 

■ 

• 

• 

• 

… CLij … 

• • • 


• 

• 

# 

• 

• 


% 

• 

• 

■ 

• 

• 

• 

• 

• • • 

• • • 


• 

• 


求证： AG ^ W 2 ). 

证 易知 A 是到 Z 2 中的线性算子，又由于/ 2 是万空间，根据闭 
图像定理的推论15,只需证 A 为闭算子•这时 A 为连续线性算子，又 
由本章§ 1命题6知 A 有界. 为此，下证 A 为闭算子•设 X n ^： l 2 , x n -^ x , 
且丄^因为 Z 2 是万空间，自然有工 G 2 , 因此为了证明 A 是闭算 

子，只要证事实上，记 

a : n = (疔)，疗)，…， C )， …）， ^ 
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X = (彡 1 ，孑2,…，孑 m， …）， 

y = (7 i ，7” …，7邡， "•）• 


/ 00 00 Y 丄 

+ (2|1>々)-取| 2 ) 2 

i—i i=i 

^ ( 2 | a l7 | 2 j 2 ||工„ — 工|| 

y=i 

+ || Ar ” 一 -^11 一 0 (w — oo ). 

oo 

故有？产1>克(纟=1，2,…），即 A : r =^ •故 A 是闭算子，从而结论得 

戶1 

证. - 

例 2 0设 U 7 } 是无穷矩阵， 满足： 对 每个: r =( 匕，匕，…，乞 ， ".）e 

700 

I ， 

OO 

Vi = > ] a iAj = 1，2,…） 

>=1 

都收敛，且: v =(7〗，7 2 , …，7”，…）€/°°，记: y = Ar ， 求证: Ae ^ Q °°). 

-r 

证‘儿 r °— /°°显然是线性算子，由 r ° 的完备性，要证 

只需证 A 为闭算子•设 ： T ， 且 Ar „—： y ， 因为 r ° 是 B 空间，自 

然有 xer % 因此为了证 a 是闭算子，只要证 Ar ， 进一步只要证 

(^)^= o ^：) w ，也就是说，只要证它们的第 m 个坐标相等. 

设工„=(巧”)，彡 2(”) ， •• •，^ T ) ， •••)，《 r = ( U 2 ，…，匕，…） . 引进泛函 
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注意到 Ar 的第£个坐标 ( AzX _= Sa 义，则对任何固定的）(矩阵等式 
中的第 〖行） ，有 

oo 

I d) t — Vi \= | — Vi 

i=l 

=1 ^X (H(”)) + - Tj, 

)=1 j=l 




fmix ) = V 工 = (匀，芒2,…，气 ，…） G 广， 

；=1 

显 然九： r — K 是线性泛函，且因为有条 件：对 

* oo 

\f x = ( H ， … ，氕， …）6 r °， ^ a^jCi = 1，2,…) 

>=1 

都收敛，特别对^ 0 = ( Sgna 2 l ， sgna t 2 ，… ， sgna ^ ，…）6广，即知 


2 I <^ij I = y]aijSgna {j 


>=i 


收敛 G = l ，2, …），从而 


| f m I == 〉 I ^mj Slip | ^j | 


/ =1 


= 2 I Um j I • ， V 尤 6 Z °°， 

;=1 

即知 f m ecrr. 这样一方面，按照下图所示推理 得到: 

lim(Ar 丄 = (Ax) m . 

n—oo 

H 、 賴 / 4 、 

(Ax n ) m - ^ (Ar) w 


2 〜冬 

j=i 


(«) 



f m C*^n ) 


因为 


fnX 工 ) 


另一方面，设:^冰，％，…，〜，…），按照下图所示推理得到： 

lim ( Ax n ) m = rf m = : (: y ) m ， 

7Z—00 

Ax n = ((ArJ” （ Ar„) 2 ， …， （Ar 丄 ，…) 

j II ••• j ••• 

y = (Vl ， ^2 9 •“， ^]m 9 •••) 


联合以上两个方面，得证(: ( A t x) m (m = l 9 2 9 …），即 y = Ax . 

注例16、例17都是通过验证 A 为闭算子来证明 A 的连续性. 
这种思路具有一般性.闭图像定理告诉我们，在 Banach 空间中，判定线 
性算子的连续性(有界性）问题可以转化为闭性的判定，且在许多场合 
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往往闭性较易 检验. 事实上，设考虑线性算子 汉今吻 对于下面三 
条： 


( 1 ) x n ^x 0 ； ( 2 ) Axn-^yo ? ( 3 ) y 0 =Ax 0 9 


通常要证 A 在 x 。 连续，则需要从 (1) 推出 （2) 和 （3) ，即 


( 1 ) 令 


|( 2 ) 

1(3) 


但若要验证 d 是闭算子，则只要从 (1) 和 （2) 推出 （3) ，即 


( 1 ) 

( 2 ) 


令 （ 3 ) 


这就是说，验证 A 为闭算子比验证 A 为连续算子多了一个条件而少了 
一 个结论，当然要方便得多. 

例21设 f 是 C [0，1] 的闭子空间，使得^中的每一个函数都 
在[0，1]中连续可微. 求证： ^是有限维的. 

证设: T : 义 — C [0，1] 定 义为： 7/€^，7/=尸，则了是连续 
的.事实上，设 


fn G ^ ? fn — f ， f’ n — g. 

因为 c [ o ， i ] 中的收敛等价于一致收敛，对于 \/ te [ 0 , 1 ], 

fn(0 — /„(0) = /:0)cU. 

Jo 

令 W—oo ,得 


fit) — /( 0 ) = g(s)ds=^f f = g. 

J 0 

由此可见， r 是闭算子，又 zx ： T )= y 是闭子空间，根据闭图像定理 ，: r 
是有界算子.设 

||/ 7 II < M ||/|| , 即. max \ \ < M max I/O) 

0«1 0«1 

令”=[从]+ 1， 则对于 V / e ，， 只要满足 11/||<1， 便有 

||尸 || = max \ f f {x) I < n. 

0«1 

现在，为了证明^是有限维的，只要证明^与一个有限维空间 
能建立 一一 对应的映射.为此令 

X # 

X t = — {i = 0，1，2,…，4”）， 

An 
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利用这些分点将 [0，1] 区间 4n 等分(见图 2. 7)，同时将函数在 
这些分点上离散化，即建立映射 *5: 

5(/) = (/(xo) Jix Y )J{x 2 ) , - ， / (x 4n » e ir +1 . 

显然 S 是线性映射.下面证明 S 是 一一 的，就是 要证： 

5(/) = 0=^/ = 0. 

其逆否命题是 

/ # 0 S(/) / 0 彐 /，使 /to) / 0. 

用反证法.如果最后的结论不对，那么 

\f i = 1 ， 2,… ， 4” ， /( 工 ,）= 0. (1) 

因为//0,不妨假定 max |/Cr) | = 11/II =1，连续函数 I/O) I在[0，1] 

0«1 

上可以取到其最大值，设 

工 M 6 ( 工 t ，工 *+i) ， IyxiM) I = i* (2) 

根据微分中值定理，有 

|/ Um ) — / te )| = |/’(0 I I 工 m — a I < ” • 盖= +• ⑶ 

然而由 （1)，（2) 有 

|/ Om ) — I = |/O m )| = 1. (4) 

(3)，（4) 两式 矛盾. 因此 dim(D<4” + l. 



例 22 设 aOr，y) 是 Hilbert 空间，上的一个共轭双线性函数， 
满足： 

(1)3 M>0, 使得 \ a { x , y ) \^M \\ x \\ ll.yll; 


113 




⑵ 3 谷 >0 ， 使得 I a Or ， y) \ ^d ||^f| 2 . 

求证： V/e 邊 ， 3 唯 一 的 yf^z^f ，使得 

a(x,y f ) = /O)，V x^：^f ^ 

而且 : y/ 连续依赖于 /. 、 

证由条件 (1) ， （ 2) ，根据 Lax-Milgram 定理 19 ,必存在唯一的有 
连续逆的连续线性算子 7( 疼 0 ，使得 

a(x 9 y) = (x 9 Ay), V G 
又根据 Riesz 表示定理，对 V/G^'3 唯一的疼％使得 

fix) — (x,Zf) t 

对此〜，求解方程 4y = w ， 得到唯一解 

y/ = A~ l z f , 

故有 

/O) = ixjZf) = (x,Ay f ) = a(x,y f ). 

再证所产生的 W 是唯一的 . 事实上，若另有表示 

/Cr) = a{x,yf) , V 工 6 豕， 

则有 

0 = a{xjy f ) — a(x ， y f f ) = a(x 9 y f — y f ) , V G 
取尤 =3^ 厂 ： y 〉， 便有 

因为 ( 2 ) 

0 = aiyf — y f ，yf — y f ) > ^ 11^/ — y/\W 
由此推出 y’fryf. 结论得证 . 

例 ^ 是 IR 2 中边界光滑的有界开区域， a: O-^R 1 有界可测 
并满足 0<« 0 <^,/eL 2 (^). 规定 

a(ujv) = (W u • + auv)dxdy (V ； 

J D 

FCv) = fvdxdy (V v^ ： L 2 {O)). 

Jn 

求证 ： 3 唯一的 ，满足 ， t0 =F(t；). 

证 设丨 a I <M a . 注意到 II u Hi = II w II 2 + II Vw II 2 以及 Cauchy- 
Schwarz 不等式，有 

|a( M ， tO|< KV^VtOl + M a \{u,v)\ 
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< llv^llllv^ll + M a W IWL 

< Iklli Iklli + M a UmIIj H^lli 

=(1 + Ma) ll^Hi Iklli (V u 9 v^H l (0)}. 

由此可见例 22 的条件 （1) 满足.再验证例22的条件 (2) 也满足.事实 
上， • 

aXu ， u)> ( I Vw | 2 a 0 \u | 2 )d^:d 3 ； 

>min{l ， a。} \\u\\l (V H 1 {Q)). 

又因为 F 是线性算子，且 

\F(v) I = fvdxdy < ll/IL 2 IWIl 2 < 11/IL 2 Mli ， 

J 

所以 O / 1 (⑺广.再用例 22 的结论， 3 唯一的使得 

)a(u,v) = F(v) (V veH l CO)). 

§ 4 Hahn-Banach 定理 

基本内容 

Hahn-Banach 定理 

定理 1( 实 Hahn-Banach 定理） 设汉'是实线性空间4是定义 

在义上的次线性泛函，免。 C ： 义是实线性子空间，/。是免。上的实 
线性泛函，并满足 

/ 0 ( 工） < 户 ( 工） Oi x e 义 0 )， 

那么在^上必有一个实线性泛函/ 满足： 

(1) /u)-/o(^) (v^e^o) ( 延拓条件）； 

(2) fdx^pdx) ( 受控条 件 ）. 

定义 2 设 尸：汉 '-肥是线性空间贫'上的一个函数，若它 满足: 

(1) P ( x + y )^ P ( x )+ P ( y ) (次可加 性）； 

(2) p { kx )=\ x \ p { x ) ( VAeK , v ^： e ^) (齐次 性）； 

(3) 尸（ : r)>o cv^e^), 

则称尸是一个半范数或半模. 

定理 3 (Hahn-Banach 定理） 设贫'是空间，汉'。是贫' 的线 


115 


性子空间. 若是 上的有界线性泛函，那么/。可以延拓到整个空 
间 f 上且保持范数不变，也就是说，％上存在有界线性泛函/ 满足: 
CD f ( x )= f 0 ( x ) cv ^ e ^ o ) (延拓条件）; 

(2) ||/|| = ||/ollo (保范条件），11/丄是/。在，。上的范数. 

推论 4 设 f 是线性赋范空间.对于 V 非零必存在 
满足 

/Oo) = || 工 0" ， 且 II/" = 1. 

推论 5 线性赋范空间％上有足够多的连续线性泛函. 

定理6设^是线性赋范空间， M 是^的线性子空间.若 : roG 

免，且 

def 

d — p(x 0 ， M ) > 0; 

则必存在适合 条件： .' 

(1) f ( x ) = 0 ( V ^ GM )； 

(2) f ( x 0 )= d ； 

( 3 ) 11/11 = 1 . 

这三条可以用下表帮助记忆 



M 

Xo 

II. 

.1 

/ 

0 

p(xo^M) 

1 


推论 7 若义 是乃 * 空间，馗〔贫 ' ，尤。 7^ ，则： ? ：。 €3 口 811 从当且仅 
当 ，只要 /(M) = 0 , 就有 /Or Q )=0 .即 


工 0 G spanM 

MdNCn 


•^o G iV(/). 


特例若从 ={ 工 " 工 2 ,… ， ： ? ： „ ， •••} ，问: 是否能用形如 


〉: C i X i 

的线性组合的序列极限去逼近给 定的元 ' 素 : r Q ? 本推论给出了这种逼近 
存在的一个充分且必要 条件： 对所有的在 •^ ， •^ ， … ， •^ ， … 上为 0 的线 
性连续泛函/，都有 
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/( x 0 ) = 0. 



几何形式——凸集分离定理 

定义 8( 极大线性子空间） 在线性空间^中， MCI ^ 是^的 
线性子空间 • M 称 为极大 ，是指对任意的线性子空间，如果 M^M 1? 

则有 — . 

命题9设^是线性空间 ， Af 是^的真线性子空间，那么 M 是 

极大的充分必要条件是 

V x 0 G ^\ M 9 有 f = {Ax。 | A 6 K 1 } ㊉ 

dcf 

定义10 设 M 为极大线性子空间 ，: ^€^，人 一: t q + M 称为极 
大线性 流形或 超平面 （特别当 xoGM 时，超平面就是极大线性子空 
间）. 

注 超平面是平面上一般直线概念的 推广. 平面上的直线 /可以 
通过线性函数表示. • 

I = {x = (彡， 7) |a 彡 b^j = c ). 

超平面 L 也可以通过线性泛函来 刻画. 

命题11设^是线性空间，/ 是贫 '上的非零线性泛函，那么 
R { f ) = IR 1 ，即 VrG JR 1 ，必存在 ，使得 /(：c。） =/\ 

定理 12( 超平面与线性泛函等值面的关系） 为了 L 是线性空间 
^上的一个超平面，必须且仅须存在非零线性泛函/及 K 1 ， 使得 

，其中 - 

H r f — {x e ，|/Cr) = r}. 

注 如果人闭，从而闭，那么/还是连续的，本定理可改述为： 
为了 L 是乃 * 空间贫' 上的一个闭超平面，必须且仅须存在非零线性连 
续泛函/及 IR 1 ， 使得 L = H r f . 

定义 13 所谓超平面人=//>分离集合£与/^， 是指： 

V ^ G E =^ f { x ) < r (或 > 厂）， 

V 尤 e F =^ f { x ) >r (或 < r). 

如果在上面两个式子中，分别用<与>代替<与>，那么就说月7严格 

分离集合£与， 

定理 14(Hahn-Banach 定理的几何形式 ）（ 凸集与单点分离定理) 

设五是实空间贫'上以0为内点的真凸子集，又设工。$£，则必存 
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在一个超平面分离 & 与五，即3/6沒〜，使得 • 

* /Cr)</Cr 0 ) (V x G E). 

注1因为只要通过适当平移，总可以将任一点变为0点，所以本 
定理对含有任意内点的真凸子集仍成立，但对于无穷维空间 U 有 
内点这一条是不能省略的. 

注 2 定理中存在的超平面还是闭的.事实上，从 
I / O ) | < max { p (^) 9 p (— x )} (\f x e D 

可见 /> Cr ) 连续蕴含 / Cr ) 在 0 点连续，又因为 / Cr ) 是线性的，所以 
/ Cr ) 在整个^上连续. 

定理15设 f 是空间，五 i 与五 2 是 I 上的两个互不相交的 

非空凸集，五！有内点，则存在闭超平面分离私 与私 ，也就是说， 
3/ e 免 M 吏得 

/( 工 ） <s cy x e eo ； fix) >5 (v x e e 2 ). 

注条件 E ! riE 2 = 0 可以减弱为色 n 五 2 = 0. 

推论16 (Ascoli 定理）设 I 是实空间，五 CII 是闭凸集， 
工0泛五，则 3 fe ^ r*Aae IR 1 ， 使得 

f(x) <a<f(x 0 ) (y x e E). 

推论 17 (Mazur 定理）设 I 是实空间， Ed 是有内点的 

闭凸集，是一个线性流形，又设 i ： f|F = 0， 那么存在一个包含 
F 的闭超平面1，使得 £在1 的一侧•也就是说， 3/ GI * 及 sd 1 ， 使 
得 


If (jo) 《 S, X E, 
i / Cr ) = s ， x F . 

下面我们来推广平面上直线和圆的相切概念. 

定义 18 超平面 L = II } 称为是凸集 E 在点 x 0 edE 的承 托超平 
面 ，是指 E 在 L 的一侧，且与 L 有公共点 x 。， 换句话说 

/( 工） ^ r — /( 工。） (x G E) 或 fix) = f (x 0 ) (x G E). 

定理 19 设五是实空间％中含有内点的闭凸集，那么通过 
E 的每个边界点都可以做出一个 E 的承托超平面. 
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应用 

定理20设抽象函数/: %在 U ，6) 内可微，则对 

e ( a ，《，3 af (0， l ) 使得 

11/( 广 2) — /( 广 1)11 < II /’(财2 + (1 — a ) 广 1) 11|《2 — 亡1 I • 

典型例题精解 

例1设 f 是实线性空间^上的次线性泛函， 求证： 

(1) 户 (0) = 0; 

(2) pi — x)^—pix ) ; 

(3) 任意给定，在^上必有实线性泛函/，满足 
f ( x 0 ) = p ( x 0 ) 以及 / O ) < pix ) (V 

证 （1) 在齐次性中，取则有 

p {2 d ^) = ip { d )=^ p {6) = 2户(沒)=^ 户(沒 ） = 0. 

(2) 根据^的次可加性，有 

0 = p{6) = pix — x) ^ pix) + p{— x ), 

即知 pi — x )>— p { x )• 

(3) 令免产{灯。}(«6鈀），对 Viei 。， 定义 

r 〆 、 r \ r / 、 def / \ 

/o •( 工 ） = /o( a ^o) = «/o( 工 o) ap{x ^) ， 

而 

a = 1 a = 1 

/o(^o) ^/oC^o) = apixo) — pOco). 

V ^ rGI 。， 是否有 / oCrXfCr )? 即对 VaGlR 1 ， 是否有 

/ o (^ o ) ^ 户 （似 ：0)? 

当 a >0 时，显然结论是正 确的； 

当 a <0 时 ， f q { ocxq ) = af = ap ixo ) • 

根据条件 (2)， 有 

p (< XX 0 ) fo ( o ^ x 0 ) 

II II 

p(— \a\x 0 )^— pi \a\x 0 )= ap(x 0 ) 

从此 u 形等式-不等式串的两端即知，对 v ^ eio , 有 
于是根据实 Hahn - Banach 定理，即得 结论. 
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例 2 设 I 。是沪空间，的闭子空间，求 证： vxe 戌％ 
pix.^r o) = sup{ |/(x> I \f g f ,11/II = i ， /d 0 ) = 0 } ， 
其中 pix ^^ T 0 )= inf || x — 3 >||. 

证一方面，由第二章 §1 例11，有 

I / O ) I = p ( XjN ( f )) ^ p ( Xy ^ T Q ). 

由此推出 

su p{ 1/(^) I \f G x * , 11/II = 1,/ 0 ) = o} ^ p(xy ^ 0 )； 

另一方面，等式 

sup { l / Cr )11/ e f *，||/|| = i ，/ d 。）= o } = 

对 xe ^ o 显然 成立.对: c 茫^。 ，由定理 6 ，存在 /e ^ * ，使得 

11/11 = 1 ， /do) = 0 ， fix) = 户 0 , 免 0 ). 

联合以上两个方面， 得证： 

sup {|/ u >| |/ e ^ # ,11/11 = i ，/ d 。）= o } - p ( x 9 ^ r 0 ). 

例 3 设免是线性赋范空间•给定免中的; 2 个线性无关元心， 
1 2 ,…，心与 K 中”个数(: UC 2 ，•••，(：„，以及 M >0, 求证： 为了存在 /e 
义 、满足 ll / ll < M ，/ Cr))=q ()=1，2,…，72)，必须且仅须对 v 々， 
a 2 , … K ， 有 

n n 

> : < Af 〉: ajXj , 

3=1 j=l 

证必要性 事实上，若满足所说条件的 / e ^* 存在，则 

^ j a kCk \ = | ^ ot k f { x k ) I = |/( ^ a k x k ) 

是 =1 *=1 是 =1 

n n 

^ 11/II ^jfhXk < M ^a k x k . 

充分性事实上，若所说的不等式成立，设 1 

E = span{^r„,w ^ 1}. 

n n 

^ x= ^_ j a kX k ^： E ，定义 /。(工）=乏>心，特别有 f Q { x k ) = Q ， 并由充分 
性假4， 1 得 m 

n 

l / o ( 工 ）1= ^ t a kCk <M IUII =^||/|| 0 < M , )/ xeE . 
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再根据 Hahn-Banach 定理， 3 /G f * ， 使得 

/ Cr )=/ o(:)，V iG 五， 

11/II = ll/llo<M. 

例 4 设 a ， x 2 ，.. •，心 是线性赋范空间 f 中线性无关元，求证 
3 /”/ 2 ，".，/”e 汉 '*，使得 

fi^j) — ^ij (“J = 1 ， 2 广 . ，打 ). 

证 EMespankhAs / KxoMDJjOO . 由定理 6 , 对 M:，S 

l«n 
♦ ^ # 


j^i 


为忒>0,所以3 7, e ^ # ，使得 

(1) II /ill — 1; (2) /,(M,) = 0; (3) fiixi) =di* 

再令 / e ^ 1 ， 便得 


fM 



即 fiixj ) = Sij ( i，j = 1，2广-，”). 


= 0 ， j 4 i ， 

=1 ， j = “ 

5) 设免是实 r ° 空间，免 d 是实(:空间，即 

^ = {x = {x n ) \x n G R 1 ， sup|x„| <oo }， 

n^l 


o = {x = {x n ) \ x n K 1 ，彐 limo: n }. 

n-^oo 

求证 /: 在 ^ 上存在线性函/，使得 

(1) UmXn ^/ CxXlim ^, ^ x = { x n } ; 

n—oo n ^°° 

(2) 若 : i :={ xn } ef 。，则 / Or ) = Hmx „. 

n-^oo 

证令/ > (« r ) = limxn ， 则 />(* r ) 在整个空间沒 ^ 上有定义，并且 

/> 0 r ) 是^上的次可 i 卩正齐性 函数. 事实上，对 VA > 0 , 

p (^ x ) XpCx ) 


limAr n = A limx n 


又对 Vi ，3；€%， 


pix + y) 


pix ) + p ( y ) 


lim(x n + 3^XlimCr n ) + lim(30 


现在考虑子空间免 o 和沒。上的线性泛函 
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/o(^) = limx ny \f x = {x n } 

n—oo 

在 f o 上，因为所以 

打一 ►OO 72-^00 

/ o (^) ^ p ( x ) , \j x = { x n }^： 0 . 

根据实 Hahn - Banach 定理，在 f 上存在线性泛函/ 满足： 

[fix) < p(x ) 9 V ^ e 

j/O) = / 0 (x) = \imx n , V ^ G ^ 0 . 

n—oo 

一方面，由 fixXpu 、 ，v：re，，s 卩 / CxXM ^ xn ； 

W — *"00 

另一方面，由 /(—xX/)(—：c) ，即 /(—x)^lim( — jc „), 

n—oo 

fix) \imx n 


— /( — x )^— lim(— Xn ) 

n—oo 

从此 U 形等式-不等式串的两端即知 /U)>lim^. 

n—oo 

联合以上两个方面，就有 f CrXlirm. 

n—oo n ■— ►oo 

例 6 设 f 是复线性空间，五 C=f 是非空均衡集, / 是 I 上的 
线性泛函， 求证： |/(x)| <sugRe/(3；) ，V尤 G 兄 

证 Vies ， 因为 /0r)=|/0r)| e ia ， 所以 

I/O) | = e _lc /(x) = (1) 

注意到 (1) 式的左端 |/Cr)|>0, 即知 （1) 式的右端 /(e~^)>0, 故有 

f ( e ~ ia x ) = Ref ( e ~ ia x ) ^ supRe/(e— la r). (2) 

E 

最后由五的均衡性，即有五 =^e—ie 五，故有 

supRe/(e _m r) = supRe/O). (3) 

x^e , xeE 

联合 （1) ， （2) ， （3) 即知 |/Cr) I ^ su ^ Ref ( y ). 

例 7 设 f 是线性空间， ^ 证 ：为了 M 是^的极大线性子空 
间，必须且仅须 dimd/M) = l. 

分析由命题9知， M 是极大线性子空间的充分必要条 件是： M 
是线性真子空间，并且 

V a d\M， 有 I = {/LrJA G E 1 } ㊉ M. 
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证必要性事实上，如果 m 是线性真子空间，并且 \/x 0 e^r\ 
M, 有免 R 1 } ㊉ Af, 那么 

V [ 工 ] G ^"/M, V ^ & [ 工 ] ，彐 oc\ G AG > 

使得 •r = /lr () +*r 1 ，由此可见， 

M a [工 0] 

II II 

[Ax 。 + ii] = A[ ： c 0 ] + [ 工 1 ] 

从此 U 形等式串的两端即知 ,dim(^/M) = l. 

充分性如果 dim(^/M) = 1，那么， v 办 e ^r\M, Me 贫 vm ， 
3 AG 肥，使得[工]=>\02：。].由此推出 

\_x — Ar 0 ] = \_d~\=^x — Xxq G A/, 

即知 leUAUe 肥} ㊉ m ， 从而 

义匚 {Ar 0 |Ae M 1 } ㊉ M. 

反过来，因为^是线性空间，所以 

{A^： 0 |Ae 肥 }㊉ M 匚 

联合以上两个方面，即得 

{ Ar 。 | A G 1 R 1 } ㊉ A /. 

例8设 c 是实空间^中的一个凸集（图 2.8) ，并设 ^ 0 ec, 
xi^ 3 CyX 2 = ni{xi—Xo)-{-xo{nC>l). 求证： *r 2 ^C. 

X 2 



图 2.8 


证用反 证法. 假定 aGC ， 记 A=i， 则 ^ri = Ar 2 + (1 —A)x 0 . 只要 

m 

能找到一个 d>o, 使得 5(^ ，心 c=c， 便与 ^eac 的假设矛盾.事实 
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上，因为 x c ec， 所以3沒 >0,使得 5(x。， 幻匚 C. 这样， \/ y eBCx 0 ^ 9 
都有 z = kxz + ( 1― A)j；GC. 联立 

_ 

x x = kx 2 + (1 — A)x 0 

' — x 1 = (1 — A) (y — x 0 ). 

\z = Xx 2 + (1 — X)y 

由此推出 

IU — J^ll = (1 — A) Hj/ — x 0 \\ < (1 — A) 谷. ( 1 ) 

于是，只要取3=(1 —义）沒>0，即可使得 B ( x 19 d ) cc . 事实上，当 
IU —:^||<3时，由不等式(1)， 


y = x 0 + -- ~ IT \ € 召（工。，汐） C C， 

从而 

z= A + (1 — A) (3 / — x Q ) 

—^2 + (1 _ A)x 0 + (1 — A) (y — Xq) 
— ^2 + (1 — J G C , 

即 B ( x 19 d ) czc . 这与: neac 的条件矛盾.证毕. 

例9设货'=/ 2 ，£匚贫'， 


E 


X =(匕，芒2,…，芒《，•••） 


仅有有穷多个不为0 
最后不为0的坐标 > 0 

求证： £是凸集，但是{(?}与£是不可分离的. 

证 £是凸集是显然 ，(?e£ 也是显然，只证{(?}与£是不可分离 

的. 


用反证法.假如{(?}与£是可分离的，那么 3/e ，* ，/ 使得 

fix') <0 (V ^ G E). 


记匕 = (0,0,…， 1，()，•••） ，显然 

+ ^«+1 E (V wG N,AG K 1 )， 

故有 

^/(^n) + /(^n + l) ^ 0 (V N, AG 肥 ）. (1) 

• 在 (1) 式中，取 A=0 推出 
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( 2 ) 


f { e n ) < 0 (V N) 
在 （1) 式中，取 A<0, 并两边除以 A， 推出 


f ( e n ) 


A 


/0«+i) ^ 0 (V wG N). 


令 A~^—oo, 便得到 


f ( e n ) > 0 (V nG N). 


(3) 


联立 (2)，（3) 两式， BP 有 


f(ej < o (v N) 

f ( e n ) > 0 (V^GN) 


/O n ) = 0 (V N). 


因为 {〜} 是 Z 2 的一组标准正交基，所以 

f ( e n ) = 0(V N)==^/( jc ) = 0(V oc G l 2 )==^f = 6 , 

这与矛盾. 

例 10 设沒 T' 是实空间，私与私是贫"上的两个互不相交的 
非空凸集，且私是开集，则存在 /ey ，使得 

fix ) < inf/OO (Vie £i). 

z ^ E 2 

证 由定理15,存在使得 

sup/Cr) < inf/O). 

由此可见， inf/Q) 是/(:^在私内的值的上确界，如果这个上确界被 

/Cr) 取到的话，便是 /U) 在私 内的最大值.但是由 假设私 是开的，故 
/Or) 不可 能在& 内取到最大值(参看第二章§ 1例 5) ，所以 

/Cr) < inf/O) (V ^ G 五 l). 

z ^ E 2 

例 11 设五，，是5*空间货'中的两个互不相交的非空凸集，并 
且五是开的和均衡的.求 证： 存在 /ef 、使得 

|/U)| <inf/O0 (V ^ e E ). 

y£F 

证 将义看做实 Wr， 由例 lo,3#Or)G^7, 使得 

《Cr) < inf^(^), y x ^ E . 

y€：F 


令 fix ) = g ( x )- ig { ix } 注意到 /(e 

五，有 


)是实值的，则对 V-rG 


125 



/( 工 ）I 


故 OO = inifiy) 


V 


e^ ia f(x) supg(x) 

x£E 

\ II v / 

r / (e~ ia x) =g(e~ m x) 

I MJ 2 设，是尔空间，五 Cl ， 是非空的均衡闭凸集， VaG ， 
\ e >^%：\a fe ^ r*R a > o , 使得 

l/u)| <«< |/u 0 )| (V e E). 

证由 Ascoli 定理(推论 16)， 存在实线性连续泛函 iCr ) 及/?>0 

使得 


由此推得 


发⑺ </?<gU 0 )， 


sup 发 Or) </?<gCr 0 ). 

E 

令/(尤)=震0)+匕(一 Lr ) ，则由 


( 1 ) 


|/U)| 芨 (e—\) 

II II 

e - DWk ) 

即知 I/O:) I =g(e~ i$ x) ，再由不等式 (1 ) ，便得 

I 

sup 1/(^:) I = supg(x) <g(x 0 ) = \g(x 0 ) I < |/Uo) I. 

XkzlL X^：E 

取 V«e (sug |/Cr)| ， \f(xo)\ )>0 ,则有 


|/ U )| < sup |/ U )| < a < \ f ( x 0 ) |- 

xeE 

例 13 设 M 是空间免中的闭凸集（图 2 . 9 )， 求证： 
m ， 必，满足 ll / J = i ， 并且 

sup / i ( 3 ；) < Or ) — d { x ), 

y^：M 

其中 d (^ r ) = inf \\x — z \\. 

zeM 

证因为 
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B(x,d) 是有内点的凸集， 
M 是闭凸集， 





根据定理15,存在 /ey，《e m 1 ， 使得 

fiy) ^ ^ f(z) (V y 6 M ， z^ ： B(x 9 d)) ， 
其中 d(x)=^Cr，M). 由此,有如下 U 形等式-不等 式串： 

sup/(^) fix) — dix) 11/II 

y£M 

A \ I 


inf f(z) 

z ^： B(x 9 d) 


/O) — d(x) sup f(y) 

3^6509,1) 


inf f {x 

yeB (6 A ) 


dy) = 


inf If (x — df(y)^\ 
yeB (6 9 l ) 



从此 u 形等式-不等式串的两端，取^=1^，即知 

sxl pfi(y) ^ fi (^：) — d(x). 

y€M 

例14 设 M 是实 f 空间^内的闭凸集， 求证： 

inf \\x — z\\ = sup {fix') — sup/O)} (V 

z^：M * z^：M 

II/II =1 

分析题意的几何 解释： 看一个特例，设 M 为 M 2 中的闭凸集， 
0?，？) e R 2 ，为确定起见，不妨假定 /( x )>0. 那么，实数值 / Or ) — 
便是由点1到平行于直线 H 0 f 的 M 的支撑直线 H r f ( r 是某个 

实常数)的距离(见图 2. 10). 由此可见，本题的结果说 明：当 

11 /II = 1，使得点 X 在 M 的支撑直线上的投影 恰好是 

M 中对点 x 的最佳逼近元时，这个距离达到最大. 
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图 2.10 


证 记 dO) = inf || ： r— 2 ：|| •如果 xGM ， 要证不等式成为等式，显 

z^：M 

然成立. 

如果 Vre ^\ M ，根据距离的定义， Ve >0,3 AeM ， 使得 

||:r — 之 || < d(x) + e* (1) 


又 


sup {fix) — supfCz) } 


fd 

II/II =i 


zG M 


A\ 


sup {11/II \\x — z £ \\} 

fe ^ r * 

II/II =i 


V/ 


sup {fix) — f(z e )} 


sup {fix — 


Hi 


II/II -i 


由此 u 形等式-不等式串的两端与不等式 ( l ) 联合，即知 

sup {/O) — sup/o) }< sup { 11/II \\x — 2 ； e ||} < d(x) 

zeM - " 


I!/II 


1/ f-i 


e. 


根据 e >0 任意性，有 sup {/( x )- supf ( z ) 

fe ^ r * Z ^ M 

II/II =1 

另一方面，根据例13,必 3 /oG ，满足11/。11 = 1，使得 

dCx) < f G (x) — sup/oU ) ， 

所以 Ax ) = sup {/( x ) — SUp / O ) } ，并且右端上确界在 / Q 达到. 

fe zeM 

11/卜1 

例 15 设义为实 5* 空间，£和 F 是互不相交的凸子集，求证 
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( 1 ) 若 〆 £:， F )> 0 , 则存在非零，使得 


sup/Cr) < inf / O ) 

xeE zeF 


f 


( 2 ) 若 E ， F 还是紧集，则存在非零 /e 沒〜，使得 

sup/Cr) < inf/O). 

x^：E z^F 


证 （ 1 ) 取 r=^oCE，F)， 记 

E 1 = E + 5(0,r) = {x + y} 9 V EB(0 y r). 

容易验证 & 是凸集、开集，并且 仏与 F 不相交，£(=私.由定理 15 ,存 
在非零 /ef %使得 


supf(x) ^ inf/O). 

x^ ： E^ x 妥 F 


现在为了证明结论，只需证明对上述/有 


sup/Or) < sup/Or). 

工 e & 


事实上，任取 x。， 使得/ 0 。)> 0 ,记 y Q = -】工。，贝!I 

ll^o II 0 ， f ( y 0 ) > 0 . 


对此 j ；。， 因为* r + j / oG ^^ VreE )， 所以 

f(x + y^) ^ sup/Cr)==^sup/0 + jo) < sup/O). 

x^E 

于是 


sup/Cr) 


V / 


S 』 ? / Cr ) 


A 


sup /{x + y 0 ) = sup/Cr) + f(y 0 ) 

x^E x6 E 

从此 u 形等式-不等式串的两端即知 


sup/Cr) > sup/O). 

E 


( 2 ) 根据第一章 § 3 例 4 ,必存在 xeE ^ yeF^n p ( E , F ) = 
pix ^ y ). 因为 £ 和 F 是互不相交的，所以 


' p(E,F) > 0. 

用第 ( 1 ) 小题结果，即得证. 

例 16 设淡"是 Banach 空间，给定泛函 f ••没'一 M 1 ,/ 的上方图 
定义为 
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epi (/) = { Cz ，7) e ^ X M ' l / C ^ X /}. 

求证： / 是凸泛函的充分必要条件是 epi (/) 是凸集(见图 2. 11). 



图 2. 11 

证必要性 假定/是凸泛函，我们考虑 epi (/) 中 的任意 两点： 

e epi (/) ^ ^ X E 1 , 

\( y ， V ) 6 epi (/) d * X ff. 

为了证明必要性，只要证明 

+ (1 — ( x )( y , Tj ) G epi(/)，v [ 0 , 1 ]. 

事实上， 

i (: y ，7) G ( y ) ^ 7 . 

又因为 / 是凸泛函，对 VaG [ 0 ， l ]， 所以有 

f iax + (1 — a)y) ^ a/O) + (1 — a)f(y) ^ a$ + (1 — a)". 

此不等式串的两端蕴含 

O 工 + (1 — a ) y , a $ + (1 — a ) 7 ) G epi (/). ( 1 ) 

再注意到乘积空间的加法和数乘运算法则，有 

(or + (1 — a)y,a$ + (1 — a)rf) = + (1 — a)(y,7]), (2) 

联合 ( 1 ) ， （ 2 ) 两式即得 

+ (1 — a )( y , Tj ) G epi (/). 

充分性 设 epi (/) 是凸集.要证明 / 是凸泛函，即 证明： 对 
e ，， 有 

/Ox + (1 — a)y) < a fix) + (1 — V [0,l]. 

事实上，根据 epi (/) 的凸性，对 V (尤彳 ） ， （ 3M ) € epi (/) ， 有 
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aCr，0 + (1 - a){y,7]) e epi(/)，V «e[0 ， l]. 

上式特别对 Cr ， /Cr) ) G epi (/) ，（: y，/(：y) ) Gepi (/) 也成立， SP 有 
«(^,/(x)) + (1 — G epi(/) , V [0,1]. 

再注意到乘积空间的加法和数乘运算法则，即有 

( ax + (1 — ot ) y , af ( x } + (1 — e epi(/), V «G[0,l]. 

由此可见， 

f、 ax + (1 — ot)y) < a/U) + (1 — a)f(y) , V «GlO,l]. 

§5 共 轭空间 •弱 收敛•自反空间 

基本内容 


共轭空间与自然映射 

定义1设^是空间， f 上所有连续线性泛函全体，按范数 

11/11 = sup I/O) 丨 

11x11 -1 

构成一个 B 空间，称为 f 的共轭空间，记为沒〜. 

定义2设空间 f 的共轭空间为(它是一个 B 空间），考 
虑^ * 的共轭空间，称为 f 的第二共轭空间，记做 

注对 v^re，， 可以定义 x(/) =〈/，d(v/e，*)， 其中 
〈/，x> 表示 Banach 空间的泛函 /G 沒〜在点 的值. 不难 验证： X 还 

是上的一个线性泛函，满足： | X(/) |<||/|||U|| ，从而X还是连续 
的，满足 

11^11 < IUII. 

称映射 T: x \-^ X 为自然映射，上式表明: T 是^到 f ** 的连续嵌 
入 • 了还是一个线性_构，且 7" 是等距的（即 ||^r||^= ||X||^** ). 

定理3 空间 f 与它的第二共轭空间沒〜*的一个子空间等 

距同构. 

定义4如果^到沒〜*的自然映射： T 是满射的，则称I是自 
反的，记做，=，"• 

定义5设贫'，欲是月 * 空间，算子： revd ，％). 算子: r ' 

— I - 称为是 t 的共轭算子 是指： 
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f(Tx) = (T^f)Cx) (v /e^%v ^e^). 

注▽了€7(，，％)，了*是唯一存在的，且了* e 父(欲* ,n 
定理 6 映射 * : TY ^ T * 是父(，,60到父(沙％，*)内的等 
距同构. 

定理7 设免，少是 5* 空间，: re %)，那么 e 
，少 “）是： r 在免"上的延拓，并满足 llT"ll = imi . 

定义 8 设％是一个空间，{心}[^，：^^，称{^}弱收敛 
到尤 ，记做〜■-：?:， 是指： 对 V / e %* 都有 lim /0 rj =/0 r )# 称做点 

n — ►oo 

列 {&} 的弱极限. 

定理 9 弱极限若存在必 唯一; 强极限若存在必是弱 极限. 

定义10设义是月*空间， {/；} cz ，*，/ e 免*，称 {/«} * 弱收 
敛到/，记做 wMim /„ = /， 是指 

71—00 

lim/ n U) = fix) (V 工 e 幻 . 

w—oo 

这时/称做泛函序列 {/«} 的 * 弱极限 • d 上的 * 弱收敛是站在 
空间上看元素的弱收敛） 

我们已经指 出过： ^可以连续地嵌入^ " ，或者说 ^ rci ^ r *\ 
因此沒〜上的弱收敛蕴含沒〜上的 * 弱收敛，而且当 f 是一个自反 
空间时， * 弱收敛与弱收敛 等价. 下表描述了这几种收敛的 关系. 


OfT OfT* OfT** 

弱收敛——往右找“伴” 

* 弱收敛一往左找“伴” 


既可往左找“伴”，又可往右找“伴” 


上的弱收敛是站在没空间上看元素列 {/：} 的弱收敛，即 

<工 ”，/;> y *) 收敛. 

f * 上的 * 弱收敛是站在没〃空间上看元素列 {/；} 的弱收敛，即 
</；，: rKhe 没 o 收敛.因为 

</:，工> =〈？*，/:>, 

所以沒〃上的弱收敛蕴含没〃上的 * 弱收敛 • 

定理11设^是空间，则为了 必 

须且只须 
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(1) { Ik 』} 有界； 

(2) 存在的一个稠密子集 AT ， 使得 V / eM % 有 

lim /( x n ) = fix ). 

n-^oo 

定理12设^是 B 空间， {/„} C =，'/ e ^*， 则为了 u /- 
lim /„ = /， 必须且仅须 

n—oo 

(1) { II / J } 有界； 

(2) 存在 f 的一个稠密子集 Af ， 使得 V ^ GM ， 有 

lim/„Cr) = /0). 

n—oo 

命题13如果 dim ^< oo , 那么弱收敛与强收敛是等价的.也就 
是说， 

x n — x ^=^ x n —^ x . 

定义14 设免，％均是 f 空间，又设 7 Un = l ，2, …），: re 

(1) 若11八一 7 i — o ( vie ，）， 则称 ： r „ 一致收敛于: r ， 记做乃 
= XT . 这时： r 称做 {7 U 的一致极限. 

(2) 若 11(7^ —0( Vie 免），则称八强收敛于： T ， 记做 7 V - 
T . 这时： r 称做 {7 U 的强极限. 

(3) 如果对于 以及 v / e %* ，都有 iim /( u =/ c ?^)， 

n—oo x. 

那么称乃弱收敛于: T ， 记做 T n -^ T . 这时： T 称做 {7 U 的弱极限. (: 

显然 ，一 致收敛 ==^ 强收敛==^弱收敛，而且每种极限存在必唯一. 
但是反过来都不对. 

弱列紧性与弱 * 列紧性 

定义15设 A 是线性赋范空间 f 的子集_称 A 是弱列紧的，是 
指 A 中任意点列有一个弱收敛子列•若 B 匚沒 r * ，称月是弱 * 列紧的， 
是指 B 中任意点列有一个 * 弱收敛子列. 

定理16若 f 是可分线性赋范空间，则中任意有界集是* 
弱列紧的. 

定理17设免是线性赋范空间，若沒^是可分的，则义自身也 
是可分的. 
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推论 18 设义是自反可分 Banach 空间，则，的有界集是弱列 
紧的. 

定理19 ( Pettis 定理） 设^。是自反 Banach 空间货'的闭子空 
间，则 f 0 也是自反的. 

定理20 ( Eberlein - Smulian 定理） 自反空间的单位（闭）球是弱 

(自）列紧的. 

典型例题精解 

例 1 求证 : an * = i q a < p <^ A / p + i / q = i ). 

分析本例分两部分证明.第一部分，对 V/G ( P ) %要证3 7/= 
尸，使得 

oo 

(/ ^x) — (V 尤 60 ，且 11?11 9 ^ 11/ II. 

是 =1 

第二部分，对用 

oo 

(f,x) = ^^JjkXk (V X^ ： l p ) 

k=l 

构造一个线性泛函，要证明 

/e an % 且 ll/ll < II 7 II ,. 

证第一部分，对 v / e ( n 、 令 

e k = (0,…， 0，1，0,0，-") GP . 

oo 

V ^ reA 可以表示为由/的连续性，所以 

^ = 1 

oo 

fix ) == { ek ) x k . 

- 是 =1 

令％ = /(☆)，贝 1 J 有 

oo 

{f y x) = YjjkXk Qi x 6 l p \ 

下面证明 

V ~ { Vk}^Li G l q . 

事实上，对 v〃e n ， 构造无穷维向量2°°，其坐标为 
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⑷ = I l %| H ， ”， 

Xk ~ lo , k>n， 

其中 & = arg (%). 因为对于每一个固定的”，: r (n) 的坐标只有有限项不 
为0,故有 xWGP •又 ，一 方面， 

〈/，/)>= 2/⑹ #) = 


== 2 1%1 9_1 1%1一 • 2 \ Vk \ q ', 

1 是 =1 

另一方面， 

〈/，，)〉.< ii / iiik(i = ii / u ( i >々 i ( 9 -叫士 

k^i 

Cq ~ vp = - q -\\ f \\[± w ^)^ 

k^l 

联合以上两方面，我们有 

^\Vk\ q < ii/ii( i 9 )^( I 9 )' ^ 11/11 ^ 

是 =1 k=l 是 =1 

从而产 { WG 9 , 且 Il 7 ll ,< ll / ll - 

第二部分，对于构造一个线性泛函 /e ( rv 如下： 

def T .. 

if ， x) ■― 〈 7 ，尤 〉 (V ^ G l p )* 

根据 Holder 不等式，我们有 

〈7,尤〉 < "7"? IUII ^^^ II /11 ^ ll ? llg - 

一+八 | ll 7 ll 9 < ll/ll „ „ 

联合第一、二两部分， " N = HI/II = ll ? ll 9 . 

UI / ll < ll 7 lU 

例 2 求证： Q l )*= r . 

分析本例分两部分 证明. 第一部分，对 v/e G 1 )* ，要证 3 v /= 
{%} er °， 使得 

oo 

( f , x ) — (V ^ G ^ 1 ) > 且 Halloo ^ 11/11 . 

^=1 

第二部分，对 V 7=^} er % 用 

oo 

(f 9 x) = ^jVk^k (V ^ G l 1 ) 

k==l 
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构造一个线性泛函，要证明 /e (/ T ，且11/ \\<\\ v \ L . 
证第一部分，对 v / eu 1 )% 令 


ek = (0,…， 

00 

V ：^/ 1 ， 可以表示为由/的连续性，所以 

k=l 

00 * 

fix、= ^jf{ek)x k . 

k =\ 

令 7 Jk = f ( e k ) ，贝！ 1 有 

oo 

</ ,x) = ^^kXk (V ^ G l 1 )- 

下面证明 

v = {%} 二 e 广 

事实上， 

\Vk \ = 1/(。) I < 11/II IkJI" 11 ^ 11 11/II (k = 1 ， 2，-"). 

这就证明了 7={%} er % 且 ll 7 lL < ll / l |. 

第二部分，对 v ?={%} er ， 用 

t def ^ 

〈 / ， <r 〉 — 〈 7 ，工 〉 = 7 y y k x k (V ^ G Z 1 ) 

^ = 1 

构造一个线性泛函，下面证明 /e g 1 ) *. 事实上； 

OO oo 

| 〈 / ，工 〉| < 2 |%11 々 1 < sup|%| 2 I 而 I = ll?IL IUII 1 . 

是 =1 是 =1 

这就证明了 /e ( Z 1 )* ，且 II / IKML . 

联合第一、二两部分， m ^ ii <||= Hi / ii = Mioo . 

例 3设 C 是收敛数列的全体，赋以范数 

IMI ： {^} G C 卜 sup |6| • 

k^l 

求证： ( C )^= l \ 

分析 本例分两部分证明•第一部分，对 v / e ( cr ，要证3 7/ 
{7 以厂，使得 

oo 

(f 9 x ) = ^ rj k x k (V X ^ C ), 且 ll ^ ll / 1 < ll / ll . 

i = 1 、 
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第二部分，对用 

oo 

</, x > = ^ y \” kX k (v ^ 6 c > 

石=1 

构造一个线性泛函，要证明 /e ( cr ，且 ll/IKMh 
证第一部分，对 v / e ( c )% 令 

et = (0,… ， 0 ， 1 ， 0,0,…） G C ， 

oo 

可以表示为 x =" y y i x k ek - 由/的连续性，故有 

oo 

fix ') = ( e k ) x k . 

k =\ 

令 Vk = f ( e k ) ，则有 


</ ， jc> = 工 k (V ^ G C). 

k =\ 

F 面证明 r /={ i ] k } ei l •对 v^e n ， 构造无穷维向量 x (w) ，其坐标为 


(n) 


e 




0, 


k 《 n ， 

k ^> 


其中 6 k = argCv *). 


因为对于每一个固定的 72， x (7 ° 的坐标只有有限项不为0,所以显然 
，)€0，并且||工(1 = 1.又，一方面 


n 


〈/，工 


(n) 




k =\ 


n 


n 




-气 


2 l %| e ^ 


e 


— 访 k 


A =1 


是 =1 


另一方面，〈/， ，) 〉 < II / IIIU (叫 I = II / II •故有 Z I % I < II / II •这就证明 

*=1 

了 产冰⑹ 1 ， 且 Il 7 llz < ll / ll . 

第二部分，对\/7=冰}6厂，用 

def 

</，：> — ^Vk^k (V 工 G C) 

^—1 

构造一个线性泛函，下面要证明 /e ( cr ，且||/||<11?11心事实上，对 

V 7= {%》6厂，\/工= { x *} 6 C , 
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l</，z> 丨 < 21^11^1 = Mi 1 

k=i k >^ k^i 

由此可见， ii / ii<mu 

fMKII/ll 

联合第一、二两部分，。二 ^11/11 = 11,11,. 

注如果 / e ( cr ，3 ?1 ，〜 ez 1 ， 使得 

( y l 9 x ) = (f , x ) = ( Jj 2 ， x ) ， 

那么 <7 i — 72 ，工〉 1 ^〈0，尤〉= 0,则由 

11/II = IM/ 1== ^ll7i — 72II/ 1 = 0==^7i = tj 2 , 

例 4 设是以 0 为极限的数列全体，赋以范数 

II • II : {匕 } G C 0 sup |^|, 

k^i 

求证： （ C 。）*:/ 1 . 

分析本例分两部分证明*第一部分，对 V/e ( C 。）* ，要证3 7/二 
{%}€厂，使得 

oo 

〈/，尤〉= ^ Vk^k (V ^ GCo ), 且 llvll/i < 11/ II . 

k 1 

第二部分，对 V 7={%) e/ 1 ,M 

oo 

( f , x ) = ^TJkXk (V ^ G Co ) 

是 =1 

构造一个线性泛函，要证明 /e ( C 。）％ 且||/||<|| 7 ||+ 

证第一部分，对 v / e ( c 。）*， 令 

k t 

， 、 

e k — (0广.，0，1，0,0，".）€(7 0 . 

oo 

可以表示为2= Daq ， 由/的连续性，故有 

^=1 

oo 

/ O ) = ^ pJje ^ Xk . 

k^\ 

令 ％ = / X ^)， 则有 


{f ,x) = ^rj k x k . 

是 =i 

下面证明 7= {%} ez 1 ，对 v^e n ， 构造无穷维向量^>，其坐标为 
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4 n 


e~ lffk 9 k 《 n ， 
. 0, 是 > w ， 


Ok = arg (%) 


显然: r ⑷ GC q . 又，一方面 


n 


n 


in ) 


{f jX W )= 

是 =1 


-访 k 


Sl ^ le ^ 


• e~ i0k 


是 =i 


n 


2 l % l ; 


是 =1 


另一方面， 


〈/， WII / lllk (1 = ll / ll . 


故有 


n 


2 l % l < ll/ll 


{Vk) e i\ 且 ll 7 lLi < ll/ll 


k^i 


第二部分，对用 


def 


〈 / ，工 > — ^Vk^k (V - 3 ： G C 0 ) 


是 =1 


构造一个线性泛函，下面要证明 /e (0、且||/||<||训, 1 . 
事实上，对 ( Vk ) I 1 9^ { x k } ^： C 0 9 

oo oo 

l</^>l < 2 1^1 I 0 C k \ < sup 1^1 2|%I = Il7ll,i Ikll. 


是 =1 


是 =1 


由此可见 J / IKMU . 

fll 7 ll / i < ll/ll 

联合第一、一两部分， =^11/11 = 11711/1. 

Ul / ll < ll 7 ll/i 

例5 求证 ：任何 有限维线性赋范空间都是自反的. 

证 设是”维线性赋范空间免中的;2个线性无关的元 
素，根据第二章§ 4例 4,3/ 1 ,/ 2 ,-,/„ e ^^ ，使得 

</| ^；> = Sij (i，j = l ， 2r --，”）， 


n 


从而对 yx= ^jX k e k ^i ^? 

是 =i 


n 


= ^ jXkifi . ek ) = Xi (f = 1 ，2,…， ；!）• 


k 
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故对 v / ei *， v ： re ，， 有 


n 


</， 工〉 


X/ ， e k 、 fk ， 工 


左 =1 


n 


n 


^jOc k {f ,e k ) = ^ J 〈 / ,e k )(f kJ x) 


k=i 


k=i 


由此可见 


n 


f = D </ ， ☆>/ 々 • 


k 


， v / e ，* ，我们有 


< 工 **，/> 


因为 


所以 


n 


〈/，2〈工" jfk ) e k ) 
k =\ 


因为 


X - ^{f,e k )f k \—^{f,e k ){x- J k ) 

袅=1 4=1 


因此，若 


def ~ ^ 

x—^{x-J k )e k ^^T, 

k = \ 


则有 


〈？*，/〉= </,^>, v / e ^, 


即 = rx ， 其中 r 是免—免“的自然映射，从而 r 是满射.即证得 
f 是自反的. 

例6求证： 5空间是自反的，当且仅当它的共轭空间是自反的. 
证必要性 设力… G 免…，要证€沒〃，使得 


〈 0**> = (V x**e^r*n. 


( 1 ) 


事实上， 


J 


x ^： -^ Jx ^： 


J 


x ； — 工 0 er 

令4 ，下证 w 满足 (1) 式.事实上， 
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9工 〉 、工 ，工0〉 

= Jx 工 ** = t /工 

{x ； *\Jx) <Jx 9 x；) 

( j * xr \ x ) — ( x ； , x > 

充分性首先，因为免是 B 空间，所以是，"的 
闭子空间. 

其次，因为％*自反，将房〜视为本例必要性部分中的 f ，即知 
自反，所以 

最后，根据定理19 ( Pettis 定理） ，^= J ( D 自反 • 

例7设免是空间，心(>1 = 1，2, 3 ,…）是义中的点列•如果 

V /6 房〜，数列 {/( A )} 有界，求证： U } 在，内有界 • 

证设心6,匚淡…=2(房〜 ， K ) ，则有 

it II r def r \ 

II 工 will** = li^w \\^ y 、工 n ， f 、 ，工 n ) ， 

sup I ( x n yf )\ = sup I </,^：„> I = sup \ f ( x n ) I < 00 (V / G ). 

n n n 

由共鸣定理， IUIi ** < M ， 即得||工』^'= ll ^ nll ^** 

例 8 设免是空间， T 是从，到免"的自然映射，求证： 

及 CO 是闭的充分必要条件是免 完备. 

证充分性假设免 完备. 因为，"完备，所以要证及 cn 闭， 

只要证 / UT ) 完备•设 {>=7^} 是及 CT ) 中的基本列，则由 

\\ x n — x m \\ = \\ Tx n — Tx m \\ — 0 ( n，m — oo ) 

是 f 中的基本列， 

由假设 f 完备，存在义，使得心―1再用等距性，有 

\\Tx n — Tx\\ = \\x n — x\\ —► 0=^Tx n -► Tx. 

必要性因为沒…完备，及 CT ) 闭意味着及 ( T ) 完备•设{^}是 

# 

%中的基本列，利用等距性，有 

\\ Tx n — Tx m \\ = \\ x n — x m \\ 0 O，m — oo ). 

因为及 ( T ) 完备，所以彐: y 6 尺 CT )， 即彐 ref ，使得尸： Tx 且了工 n — 
.再用等距性， 
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\\x n — x\\ = \\Tx n — Tx{\ —► 0^^x n X. 

例 9 在 l 1 中定义算子 

T : { x l 9 x 2 ^-- [->• (。，々兩，…， a ，•••） ， 

求证： ： reax / 1 )， 并求: r *. 

证 由于 1|7^|| = 1|1||=^7^2(/ 1 )，且||71| = 1 .为了求 T* ，根据 
例 2， crr = r % 我们有 

x e I 1 Tx e i \ 

g e r^-fe r . 

下面考虑 

^ — (工1 ，工2， •••， ln ， ••• ） ， Tx = (0 ，工2， ••• ，工 n ， •••） ， 

f = a = (a ly a 29 — 9 a n ,a n+1 ，―) ^ (Z 1 ) * = Z°°, 

从 f 定义出发，对厂的定义式 〈/，7^〉= 〈: T */， W 进行“左右开弓” 
推导，得到如下 U 形等式串： 

if.Tx) 〈 : r*/ ， x 〉 

II II 

oo oo 

*=i t=i 

^ def 

T*f - T*a 

CO CO 

2 A.+i 工 1. : (了 * a ^)jXj 

1=1 1=1 

比较此 u 形等式串底下一行的两端，可见 

( T * a ) { = a i+l , 

即左移 算子： 

T*a = T* ( 〜，七， …，〜 ，〜 +1 ，…） = 0 2 ，《 3 ，•••，《„, «„+”•••）• 

将上述 U 形等式串简化为 

</, T ^> 〈 T */， x 〉 

II II 

oo oo 

2^- (T 工 ） r= 2 义 + 1 石 
1 *=1 
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此 U 形等式串的右侧，正是我们要求的 结果： 

oo 

<TV,x> = 2 (v /e/°°). 

1=1 

例 10 在 / 2 中定义线性 算子： 

T : (工1，^ 2 , …，工”，…）卜 ( ，警，…，，，… ) ， 

证明 re^« 2 )， 并求 r*. 

证 不妨只考虑实/ 2 ,此时 

Tx = —,-•) 6 l z Qi x = ( x ly x 29 -- 6 l 2 )^ 

\ l n / 

||Tx|| 2 = lkll 2 ^l|T^||<|k||, 

左 =1 K k=l 

即证得: re 父 g 2 ). 下面考虑 

V 工 = 6 l 2 ^ V ^ = (: yi ， :V 2 ， ." ， :v”，".）G Z 2 ， 

Ty = : vi， 5 ^，."，^ 1 ，". 6 l 2 9 

从了*定义出发，对了*的定义式(^，7>) = (了\，30进行“左右开弓”推 
导，得到如下 U 形等 式串： 

( x , Ty ) ( T * x y y ) 

II II 

oo oo 

^ k ( Ty) k ^( T * x ) k y k 

k=\ k^l 

oo oo 

y k x k 

lj Xk ~k - 2 j T yk 

k=l K k=l K 

比较此 u 形等式串右侧的后一个等式上下两端，即知 

( T * x) k = J =^ T ^ = T . 

例 11 设#是 Hilbert 空间， Aey(g) 并满足（克 r，y) = 
Cx 9 Ay ) ，求证： 

(1) A *= A ； 

(2) 若及 G4) 在邊"中稠密，则方程 Ax = y%i Vy6 及 (A) 存在唯 
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一解. 

证 a ) v ^ e ，， 根据共轭算子的定义有 

| ( Ax 9 y ) = ( x , A * y ) 

\ ( Ax 9 y ) — ( x , Ay ^ 

=^( x 9 A * y ^> = { x ^ Ay ) (V ^ G 
( x y A*y — Ay ) = 0 (V ^ G 

x=A * y^Ay 

， 一 A"y = Ay 
=^ A * = A . 

(2) 首 先证： 若及 G 4) 在，中稠密，则 i ^ C ^ Oiyo }. 

事实上，对 VxG 及 U ) 1 ， 一方面，按定义有 

( x y y ) = 0 (V ^ € R ( A )) ； 

另一方面，因为及 C 4) 在名 T 中稠密，所以对上述及04)1[，，3> 
ei ^ U ) ，使得 yn -^ x ( n ^ oa ). 综合以上两方面，我们有 

||jt|| 2 = (x y x) = limCx,^) — limO = 0=^x = 0. 

n—►oo n-^oo 

其次，由 ye 及 04) 知方程有解显然，故只证解唯一•如果 
方程 Ax=y 有两个不同的解: ci ， : c 2 , 那么 

~ y =^(Ax 19 z) = (Ax 29 z) (v 之 e ，） 

\Ax 2 = y 

=^( x ly Az ) — ( x 2 ^ Az ) (V 2 : 6 ^0 

=^(jc 1 — x 2 ^Az) = 0 

=^x 1 — sc 2 E 及04)丄={ 0}=^^：1 = x 2 . 

例 12 设免 ，欲是 空间， Ae 父(免， ％)， 又设 a -1 存在且 
A -1 e 父 (沙， 免)•求证： 

CD ( a *)- 1 存在，且 
(2) G 4*) -1 = (m 

证图 2. 12与图 2. 13分别给出与4*，04 -1 )*，（，广 1 

之间关系的示意图.先证 a * 是 单射. 事实上， v / e %' 

A * f = 0 f = 0 

j 注 f 

( f 9 y > = < f , Ax ) = { A*f ^ x ) = 0=^</，： y > = 0 ，V y ^ 
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jr 




P 


A~ l 

图 2_ 12 


名 " ，一 A* - ^ 

- ( A * r l —~^ 

图 2. 13 


注依条件， A 满射 =^ Vye %，3： rei ， 使得 y = Ax , 

再证是满射 . v ： ref ， 

〈 yTCA - 1 ) V ， x > </，工〉 

II II 

HA -^^ f . Ax ) ={ f ,{ A ~ l ) Ax ) 

比较上述 U 形等式串的两端，即得 A * ( A — 1 )* / = /，再注意到 
( A — r / e 少％即证得 a 1 * 是满射 • 

进一步，根据第一步结果，我们有 r 1 存在，从 a * ( a - 1 )* /= 
/，两边作用 ( A *)- 1 ， 即得 

(a*)-i/= (a - 1 )*/ (v /e ， *) 令 ( ，疒 1 = (m 
例13 设 f ， 少，之均是 Banach 空间， A 6父（房 O ， 召 6 
父 (少 ，之），求证 CBA )*= A * 石 *• 

证首先从 

A B 

— / — 


ar * 


可知 CBA )* 和 A 3* 都是将 F 映到 f * 的映射 • 

要证(凡 4) ^= A * B * ，就是要证 

aBA)^h,x) = (ah ， x )， \/ he 之 xd. (l) 


因为 

(1) 左 = 〈 CBA) * A ， ：r ) = {h yBAx ), ; 

、 V " ^ 

(1)^= (A* B* h 9 x ) = {B*h ， Ax) = (h ， BAx)hG 义 ， 

"W 、- y - 〆 

所以 


(d 左 =dh = 〈 / ^jbax 〉， y h e ^ e ^r 9 
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即 （1) 式成立，也就是得证. 

例14设％ ，淡是 5空间，: T 是 I 到％的线性算子，又设对 

, g ( T ： r ) 是免上的线性有界泛函，求证 r 是连续的. 

二 ：. • 

证法1设 X ’ 因为对 V 发是没 r 上的线性有 

U x n -^ y 9 

界泛函，所以 

g(Tx n ) g{Tx) in ^oo) ^ gCTsc„) — g(y). 

联立 

g ( Tx n ) g ( Tx) ， n 一 oo , 
g ( Tx n ) g ( y ) , w -► oo , 

由极限唯一性我们有发(7^)=^(30 ). 

再根据 Hahn - Banach 定理(第二章§ 4推论 5) ，推得7^=3；，从而 
T 闭. 、 

又因为 Z )( T ) = W 是全空间，当然闭，于是根据闭图像定理 ，了连 
续. 

证法2 设 J 是从欲到欲 〃的自 然映射•对 V ^ ei ，7： re 夕，令 
Fn = j (7^)， 则对 \! g w ， ze 貧，有 

| ( F Tx yg ) = { g , Tx ) , 

W』 = in 

对 Vr ei ， 满足 IUII ，注意到欲" =^(^% K ) ，欲* 是召 空间•考 
虑算子族{/^}，依条件，对，我们有 

sup | ( F Tx 9 g ) I < sup I ( g , Tx ) I < oo . 

II II =1 II X II =1 

由共鸣定理， 3 AC >0, 使得 sup 于是 

|| x || =1 

|| T || = sup \\ Tx \\ = sup II^Txll < M , 

II II = 1 || x || =1 

即 r 有界，从而连续. 

例 IS 设 A 为定义在 Banach 空间上的线性算子，5是共轭 
空间沒-上的线性算子，如果 

/(Ar) =( 万 /)Cr )，\J xe U6 f ， 

证先证万 ea ( u •由 * •对于向量5/， 
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可构造 


F Bf e^r^- F B fCx) = 


由条件 

' \F Bf {x)\ = 1 ( 石 /)Cr)| = |/ 04 x)| < ll/ll || Axil, 

因此 ， sup IF^/O) I <|| Ar||<oo . 由共鸣定理 ， sup \\F B f\ 

II/II =1 ll/ll =i 

<°°，于是 

|5|| = sup II5/II = sup \\F B f\\ < oo, 

II/II =i ll/ll =i 

即得 

再证注意到 Banach 空间 f 可等距嵌入 I** Mx 
e 对于向量 Az ， 可看做的元素，可构造 

, e ，"： 4(f) = /(Asc) , v fe 

由条件 

I^Ax(f) I = |/(Ar)| = I (B/)(sc) I < \\Bf\\ |U|| , 

因此 V/e 沒 ^* ， s U p |/^(/)|<|| 石 /|| 〈⑴ • 由共鸣定理 ， sup ||^ || 

4 lkll=l ||x|| =1 

< 00 ， 于是 

\\A\\ = sup \\Ax\\ = sup |||| < oo, 

ll^ll =1 11:11 =1 

即得 Aey(，). 

例 16 

WmXniO = x{t) (V[a ， 6])( 点点收 敛 ). 

w—oo 

证 对 W6 [a ， 6] ，令 /fCr)=:rO) ， \^6€*[<2 ，办 ]. 

首先证明 /, e (C[a ，幻 ） ' 事实上， 

\f t M | = |*2：(0 | < max |^(0 丨 = lkll=^ll/JI < 1. 

^6 [a ， 6] 

其次， •r w ^r=^lim/^Cr w ) =/〆:?:)• 

w—oo 

最后，按定义 

ftix n ) = x n it) , ftix) = x{t) (V ， 6[<2 ，办])， 

故有 \imxnit) =x(t) (V^6 [a ,^]). 

n-^oo 

例 17 > 证： 由 sc„-^o ： a=^lim 11 x n 11 ^ 11 xo II. 

/ n-^oo 

证 多件也就是对 v/e 沒 r *， 有 

= lim/Cr„) = /(x 0 ) = </,x 0 ). 



设 e / 是从^到沒 T “ 的自然映射，并令则有 

ll^nll = IU«IU 11^0 II =" 工 oil ， 

以及 

<^n»/> = </ ，工》 > ， <% ， />=</ ，工 。>， v /ey • 

由本章§ 3例8,有 

| < x 0 ,/> | == lim I ( x n 9 f ) I ^ lim || x n || ||/||. 

n— ►<» ^oo 

由此推出 II 王。王』，即 iimlUnll^H^oll* 

72—00 n —*"00 

例 18 设 g 是 Hilbert 空间， {J 是 g 的正交规范基，求 证：在 
邊 T 中的充分必要条 件是： 

(1) IU 』 有界； 

(2) ( 工 „ ，以 )- ►Oo ， g)(”— °°)( 是 =1 ， 2,…） • 

证 必要性显然，只证充分性.不妨设^。= 0( 否则考虑—工 0). 
要证 〜•-() .对 v / ey ， 

I m ( f ) v mif ) 

( 工 „，/) = ( *3 ： „ ， 2 ⑽= ^ c k ( x n 9 e k ) -► 0 (n oo). 

v k=i / *=i 

因为 span {〜} 在名^中稠密，根据本节定理 ll ， x „~^0. 

例19 设乃是空间1/(硭）（1</><00)到自身的平移 算子： 
(7>) Cr ) = u{x + n ) (V w 6 L ^ E 1 ))^ = 1，2,…）， 

求证： ：旦广 IU 1 I , ( VueL ^ cR 1 )). 

证 首先，对¥2^1/(鈀），1；02：)€1^(靶），£>0，存在乂>0，使得 

\\ u\\ p \ v { x)\ q Ax q < 

J 一 oo 乙 


这样，对 v^e n ， 便有 


+ n}v(x)dx 


/« — A / »+oo 

= u(x + n)v(x)dx + u{x + n)v(x)dxj 

J — oo J. — A 

p —i4+w 

+ n)v(^x)Ax = u(t)v(t — n)dt 

) J —OO 

r 一 \ 含 / r 一 j+n 、含 

^ \u(t) \ p dx \v(t — n) \ q dt 

；J — OO f ' J 一 oo f 


\v(t 一 Yl) \ q dt 
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< IM 


-A 


丄 

v(x) \ q dx I 9 < £ 


其次，对固定的 a ， 有 

产 +oo 


u(x + n)v(x)dx 


-A 


< 


A 


\u{x + n) \ p dx 


p 


r+°° 


A 


\v(x) \ q dx 


9 


— A-\-n 


\u(t) \ p dt \\v\\ q 


p 


—► 0 (w — oo ) ， 


故 3 Ne N ， 使得 

‘+< 


u(x -n)v(x)dx 




-A 


€ 


<7 (Vn>N). 


于是，对 Vn > iV ， 我们有 


u{x n)v(x)dx 


.一 a 


u(x n)v(x)dx 


.+< 


u(x n)v(x)dx 


-A 


e e 

<7 + 7 = 忘， 


即证得 r n ^ e . 

最后，对 V ^ G ( M 1 ), 


l | T ^|| 


p 


I 

广 +oo 

v ml 

一 oo 


u(x + n) p dx 


p 




x n 


►+， 


uix) |d^ 


丄 

p 


\\u\\ p . 


CS n u)(x) 


例 20 设又是1/(鈀）（1</><^)到自身的算子， 

m(jc) ， \x \ 

0， |工丨> w ， 

其中 a€Z/( R 1 ) ，求证又强收敛到恒同算 子厂但 不一致收敛到7 
证设区间[一 n ， W ] 上的特征函数为则有 

(S n u)(x) = 尤 [-n, 72 ] 0 )MCr ) ， 

((1 _ S n )u)(x) = (1 — Z[u](r))« ( 工 ）= X\x\>nC^)u(x) , 
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S n u 一 u p = 




I p dx 




ui^x) I p dx -> 0 (n —► cx^) 


S n L 


注意到 



參 


e ” - 1工1 

令 U n Cx )= X \ z \> n ( x ) ― — 



e = 

\^\>n 




P 


，则有 




e 

|x| >n 





p 



于是 IU — 又11>11〜1=1，故又不一致收敛到 /• 

例21设名 T 是 Hilbert 空间，在，中 A ^ r 。， 而且 求 

证： 


Cr n ， y n ) — Oo ，： Vo) O — °°). 

证我们只需证明 （ A ，： Vn ) — (*3：0，： V 。) —0 (W — OO ) •事实上，因为 
所以 3 M >0, 使得 

{ x n , yn ) — ( x OJ yo ) = ( sc n ， y n ) — (^ n 9 y 0 ) + ix n ^ y Q ) — ( x Qy yo ) 


=ix n ， y n — : Vo) + ( 工 n — Io ，： Vo )， 

I 0„，30 — Oo ，： v 。） I < I ioc n ,y n — ^o) I + I (^n — 工。， 3 ；。） I. 

对此不等式右边第一项，有 

I ix n ,y n — ^o) I ^ IU»II \\y n — yo\\ ^ ^ \\y n — ^oll — o O — oo); 
对右边第二项，因为 a ，也有 

I 0„ — 工 o ，： Vo) 1—0 O — OO). 

所以 I ( A ，％) — (工。，3；。） 0 oo )， 即 

( 工 „，30 — Oo ，： Vo) — 0 O —oo). 

例 22 设 {〜} 是 Hilbert 空间#中的正交规范基， 求证： 在# 
中^„^0, 但是〜 -^ o . 

证由 Bessel 不等式， Vxe #， 


I 
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2 I I 2 < IWI 2 ， 

n=l 

oo 

即 2 I U ,€ j | 2 收敛，由级数收敛的必要条件，有 ( x ，4)— 0,即 € n -0. 

n=l 

但是 

e n 丄 c m —> \e n — e m \ 2 = IUI 2 + I ^ml 2 — 2 ’ > 0 ， 

故 6 ^^0. 

例 23 设，是 Hilbert 空间， 求证： 在邊"中 A — x 的充分必要 
条件是： 

(1) 11工』—11工11; (2) x n ~^x. 

证 必要性显然.下证充分性.由内积定义有 

11 工 ” 一 x|| 2 = (sc„ — XyX n — x) 

= \\x n \\ 2 — {XyXn) — ix n ,x) + IWI 2 ， 

又当 w — oo 时， 

1: J 2 — IWI 2 ， 

< Cr ， x„) — Ik " 2 ， 

XXn . x ') | U || 2 , 

故有 III ” 一工|| 2 — 0 ( w ^ ooJ,gp x n -^ x { n -^^). 

例 24 求证： 在自反的 万空间 f 中，集合的弱列紧性与有界性 
是等价的. 

证 有界性$弱列 紧性： 由本节定理 20( Ebe r lein - Smulian 定 
理)推出. 

弱列紧性>有 界性： 用反证法.设 {&} 弱列紧但是无界，则存在 
UJ 的子列 {>} 满足因为 bJ 弱列紧，所以3 {、}弱收敛，即 
对，有{/(%」收敛.根据共鸣定理，{、}有界，这与1!3\11>似 
矛盾. 

例 25 求证： 实空间^中的闭凸集是弱闭的，即若 M 是闭 
凸集，{心}。％，且 则 X 0 6 M . 

证 为简便起见，用反证法•如果❾泛 M ， 根据第二章 §4 例 13, 
必存在 / e 11/ II =1，使得 

supf(y) < /Oo) — d ， 

y^M 
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其中 d=inf \x 0 —z\>0. 因为 {：c n } CZM ， 所以 

z^：M 

_ d — (.Xq) ^ f (xq) _ d z =^d ^ 0» 

矛盾. 

例 26 设^是自反的 B 空间， M 是 I 中的有界闭凸集， V/e 
沒〜， 求证： /在 M 上达到最大值和最 小值. 

证设 ，则对 V^G N，3x„6M， 使得 

b — — <i f{xn) ^ b. 
n 

因为 M 有界，根据本节定理 20， M 弱列紧，所以 U „} 有弱收敛子列 
s ^办 eM ， 故对 v / ei % 有/(、)—/(々）•于是 

占一丄 < / {x n ) ^ b. 
n k k 

令 oo, 即得 f{xb) =b. 

同理， 3 ( sc a ) =<2 = inf/(jc). 

x6M 

例 27 设免是自反的石空间， M 是免中的非空闭凸集，求 证: 
3 *2：。6 Af， 使得 IUI = inf \\x\\. 

M 

证 Sd=inf { IUII }， 则对 Vw 6 NdAGAf ， 使得 

x^M 

d ^ IU << i+—^<i + l . 

n 

因为这样产生的 U „} 有界，根据本节定理20,存在 ^--^0. 对此 X 。， 根 
据 § 4 Hahn-Banach 定理推论 4,3/6 沒〜，使得 11 /II =1， / O 。） = 
IU 。 II . 于是有 ，一 方面， 

^0 6 M =^\\ x 0 \\ ^ d ； 

另一方面， 

lUoll = /(^Co) = lim/Cr ) < lim 11/II \\x n || = d. 

OO ^ w 走 

K ^ k—^OO 

故有 lUoll=<i=inf {||x||}. 

x£- M 

例 28 求证 Z 1 不是自反的. 

证根据例2,已知 ( Z 1 )*:/ 00 , 如果 Z 1 是自反的，那么 l l = Q 1 )- 

= or 广，注意到厂是可分的，根据本节定理 17 ， r 也是可分的，但是 r ° 
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不可分，即得矛盾. 

下证 r° 不可分.只要证明广中的任一个可数集都不是稠集.事实 
上，设 ，2, …）. 今构造一个：6/°°使得11^：« —工1100> 


1..设 x= {匕}，令 

+ ， 
0 , 



1$)丨<1， 

町)1 >1 


(k = 1，2,…）， 


显然工={匕} ，并且 | I ，从而 

\\oc n — jcIL = sup — ^ (w) I ^ 1. 

这意味着， - h ^ X . 从而 /°° 不可分 • 

例 29 求证： 在空间 P 中，序列弱收敛与按范数收敛一致 • 
证设: Vm ^ y 。 (在 Z 1 中），要证 llw ： vJ —0. 

假如不然，设存在子序列 } ，使得 

lim \\y m — y 0 \\ = q> 0. 

n—^oo n 


i \ y — Vq 

这样数列有界，令 — 便得到序列 U}e/1 ， 

n n 

满足下列 条件： 

j 尤„一0 (在 Z 1 中）， 

‘ \\x n \\ = 1 in == 1 ， 2, …）. 


设 

lx n = (^ 2 ) ， ^ 2 ) ， … ， 6 。)， … ）O = 1 ， 2 ,…）， 

\x = (H，". ，^， •••）• 

引进一串有界线性泛函…），它的定义是 

fkl X = (H ， … ， ^ ， … ） 一夂 . 

因为 AjCK 在 Z 1 中），所以对 Vhlim/feOJsOjP 0 (W— °°)，也 

w—oo 

就有 

工1 =⑺ 1 )，^) 1 )，…，?! 1 )，…） 

X 2 = ( 6 ; 2 ) ， € 2 ) ， ". ， f ! 2) ， …） 

X Z = ($ 3) ，6 3) ，…，)，•••） 
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A=(e ， 疔 ) ， … ， ff)，...) 


0 0 … 0 

现在设〜，这时 

X / Id = IUnJ = 1 ， 

k = 1 

因而3户 i >0, 使得 

21^1 > f . 

夕1 

因为0 00)，所以 

”°°々=1 

2把 2 )1 <+• 

是 =1 ^ 

又由于 D | ff 2 ) | = II、II = 1， 

k=\ 

i ] ，)卜 f] ，) I - 佥 ，) I > f ， 

k ^ p^+i k=i k =\ ^ 

故 3 户 2> 九 ，使得 

2 把 2 )| > 寻. 

k=p x +l 6 

设已经选择整数 

1 == ”1 < W 2 < …< 及 0 = 户 。< /h < 户 2 < …< A ， 

使得 

P 广' -I 

<T () = 1，2，•••"）， (1) 

是=1 6 

2 I ^ k }) I > 4 ~ C/ = 1，2,… “.）• (2) 

是=巧—工+ 1 

p i 

这时，根据疗0 Gi—oo)，lim；2ld = 0, 从而3叫 +1 >叫，使得 

72—00 - 
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Pt 


SI^ 1+1) I 

k=l 



利用这个不等式及 I 0 + I = kn +1 ll = l ，我们有 

k=l 


2 1^1 = 21^ 

左 =i 

故彐 A + i > A ， 使得 


-2>卜)1> 


是 =i 


Pt + l o 

2把 +1 )| >♦• 

々 =/>,.+1 

上面的讨论表明，存在这样两个整数序列 

1 =〜< W 2 < …及 Q = pQ 〈 Pi 〈 p2 < 

使得对于每个> =1，2,…，不等式 （1) 与 （2) 都成立.现在我们考查 
{&}. 对子 序列： 

5 =，…， ^^ ，^ ^ i+1 ，…，…）， j = l ， 2 , …， 

令7左 = 味 1 ^〜)（户卜1<々<九;々，*/ == 1，2广.），则序列{76}6广在空间厂 
中可以考查有界线性泛函 


f Q ( x ) = x = ( u 2 ，". ，芒是， …）. 


k=i 


我们来估计 /o (A ) 的下界.由于 I % I < 1 ，我们对 


X n； 




•，纪 q ..々)， 免 ”•••) 


考虑 

|/oK ， )l= I i>0) I = I Tj1^+ 2 7 办 ) + f] 7 办 ) 

k = P ) _ l + \ 


k=l 


k=l 


是 = 九 .+ 1 


> I 2 砂) 

6 = 多 ; ■一 i + 1 


2 I 砂) 


*=1 


2 I Vk ^ 

k = P；+l 


P J—1 


> 2 

k = pj -\^ 1 


I - SI 


k=i 




2 2 略) 

i = Pj-l + l 


於广 1 

2 吻 


1； 1^ 

k = p J + l 


(w ) 
k J 


k=l 


k 


2 啲 ) 

夕广 i +1 


2 

是 =/>,+1 


广」 
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又因为 II 




2砂) 

:户 >—1 +1 


1， I 拉，故有 

1/oCOl >2 X (2/3) - 1 




1/3 >0, 


这与当 y -^ OO 时 dn . iO (在 z 1 中)矛盾.证毕. 


§6线性算子的谱 


基本内容 


谱的定义与性质 


定义1设 A 是闭线性算子， DG 4) d ， A : jr — 免， A 6 C 称为 
A 的本征值 是指： 3 SC O ED ( A )\{0} ，适合 Ar Q = Ar Q ， 并称相应的为 
对应于 A 的本征元. 

定义2设免 是复石 空间， A : DG 4) —免是闭线性算子，称 

def 

P(A) — {xec\ai - a )- 1 e y(^o} 

为 a 的预 解集. Ae ka ) 称为 a 的正则值. 

def 

定义3称集合 "( A ) — CVKA ) 为 A 的谱集 • 》6。04)称为 A 
的谱点. 

由.定义，在 dim 9 T < oo 的情形下 ， VAe C ， 它或是 A 的本征值，或 
是正则值，二者必居其一.但当 = m 时，情况就复杂多了.从逻 
辑上分，有如下几种 情形： 

(1) ( AJ — Ar 1 不存在，这相当于 A 是本征值，这种 A 组成的集合 
记为~04)，称为 A 的点谱. 

def 

(2) ( A /— A ) -1 存在，且值域及 (AJ — A)—(AJ — A ) DG 4)= I ， 
这相当于 A 是正则值，即 XepCA ). 

(3) ( AJ — 乂厂 1 存在， jR(AJ — A ) 关沒但及 ( AJ — ，，这种 A 
组成的集合记为 a ( A ) ，称为 A 的连续谱. 

(4) a / — A 厂 1 存在，且及 OT — A ) 关，，这种 A 组成的集合记为 


156 



(^ r CA ) ，称为 A 的剩余谱. 
把上述分类列表 如下: 






R(XI-A)=-^r 

fi(A) 

(XI-A^S 

\R(XI-A)=^r 

Oc(A) 

(XI-A^S 

Rai-A^^ 

O r {A) 


由上表有 =〜 (A) U 1(A) U 〜 04). 

定理4 设 p ( A ) ，心 (A) 如上述定义，则 

(1) 4€/0(乂）#¥3^，，方程（以一4：^ = 3；存在唯一解 re 
DG 4)， 且满足 

IU|| < M || ： y|| (V ^ 6 D. 

(2) A 6~ C 4) ㈡ 方程 ( AJ —= 0 存在非零解 xoGDU ). 

Gelfand 定理 

定义5 算子值函数凡 (A): ^04)— 7 (免) 定义为 

A |-^ (A7 — A) -1 (V 义 G p(A )) , 

称为 A 的预解式. 

定理6 设〆 A) 为 A 的预解集， ( tGI ) 为乂 的谱集，则有 

(1) 八乂)是开集 OG4) 是闭 集）； 

(2) 兄 G4) 是〆 A) 内的算子值解析函数 • 

推论7 设 f 是复石空间， A : DG 4 )—f 是闭线性算子，则 
户04)是开集 0 x 04) 是闭集 )• 

引理 8( 第一预解公式） 设 ^ 是复石 空间， A: ZKA)-， 是闭 
线性算子， A，pe〆^)^!] 

Rx ( A ) - R m ( A ) = ifji - 幻兄04)化04). 

定理9 预解式凡 (A) 在 p ( A ) 内是算子值解析函数. 

定理 10设I是 b 空间， aead)， 则 cu)#0. 

定义 11设义是石空间， Aead)， 称数 
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def 

r ff ( A ) — sup { I A | } 

心 G4) 

为 A 的谱半径. 

定理 12 (Gelfand 定理）设 义是万 空间 ， Ae Yd ) ，则 

r c ( A ) = lim || 刻 | 士. 

W—OO 

引理 13 设： reyc ^)， ll : r ||< i ， 则 
(/- T )- 1 e 2(幻，且 || a - rr ^ < Y ^ jf\y 


注 由引理 i 3 , 当 Ii 7 i < i 时可得 a — 了)- 1 ^；^；：^.等式右端称 


k = Q 


为 Neuman 级数. 由此得 


R,m = ( A 7 - T )- 1 = 2 


k =0 




典型例题精解 

例 1 设父 ( d ， 如果 

[AB = 7 , 

\BA = 7 , 

证 首先 证明石 是单射.事实上， 

V 工 G ^Bx — 0=^ABx = 0 =^x = 0. 

其次证明 b 是 满射： 事实上， v ^ e 免要解 ^^=3；. 

由 = 只要取 : r = A 3；， 即可得到满足.故有 

B - 1 ： 且 B~ l = AB - B~ l = A. 

例 2 设 f 是 B 空间，求 证：在 中 的可逆(有有界逆)算 
子集是开的. ’ 

分析 设只要 证：当 a > o 足够小时，有 

(A + a /) -1 e 

证 注意到 

A + U = ACI + XA- 1 ) = (/ + XA-^A, ( 1 ) 

根据本节引理13,当||从1<1时，有 
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(/ + xa - 1 )- 1 e a (^ o . 

因此，根据 (1) 式，当时，我们有 

(A + A7)(7 + Ayl^ 1 )* 1 ^- 1 = (J + AA- 1 )- 1 ^- 1 ^ + A7) = /, 

再根据例1，当 A <^| 时， 

(A + A/) -1 = (I + e Yd). 

例 3 设 A 是闭线性算子 ， Ai ，…，上 e % U ) 两两互异，又设 X , 是 
对应于人(〗=1，2,…， n ) 的本征元，求证 mm …，是线性无关的. 

证用反证法•令 A 为第一个可由它的前面 m — 1个向量线性表 
出的向量，即 

m — 1 

00 m = 2 ^J akXk ^ (1) 

， k = \ 

且…线性无关，对 （1) 式两边施以 XJ - A 得到 

m 一 1 m —1 

0 = iKnl — A)x m = D W — ^> x k = ^j a kiKi — h)x k . 

k =\ k=i 

因为… ，〜- ； i 线性无关，所以 

^kiKi — A^) = 0 (k = 1 ， 2,…， m — 1). 

注意到故有 

o^k = 0 (k = 1 ， 2,…， m — 1). 

于是 (1) 式蕴含 ^m = 0, 这与〜为特征向量矛盾. 

例4考查复空间 Z 1 的右移算子 A : Z 1 —/ 1 : 

^ def / >>A> jfcjfcjfcjk 

Ar — (0， H ，-"， U”，"-)，V 工 =( H ，."， U ”，".）. 

求证: 

(1) (J P (A') = 0 ； 

(2) ueci mi>iia||=i} 匚 〆 a); 

(3) a r (A) == {A6 C| 0^ |A|^1 }； 

(4) (t c (A) = 0. 

证 A 显然是线性的，并且有 

II Ar|| = DlU = IUII ， 

故 A 是线性有界算子且 IU || = 1 . n 
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(1) 设 C，*r = ( 匕，芒 2 ，… ，匕- 】 ， f „ ，…） G / 1 ，使得 (^4 — A/)jc = 0， 

则有 

( — AUl — A 彡2,彡2 —又彡3,…，彡 n —义彡《+1，…）二汐， 

A ?! = 0, <f „ —於„+1 = 0 (W = 1，2, …）. 

由此可见，当 A =0 时，由 — A 6 n+ i = 0 (w = l ，2, …），可递推地得到 

^1 — ^2 — ^ 3 = **• = = ••' =0; 

而 C , At ^ O , 由一衫丄二。，得 ^1 = 0. 再由 $ n — X ^ n+1 = 0 (n = l ,2, 

…），可递推地得到 

彡2 = 彡3 = …= = •■■ — 0. 

所以 VAe C，AKA — AJ ) = {以，因而 A — AJ 的逆算子凡 （ A ) = 
G 4 — A / r 1 存在， A 没有特征值，即 A 的点谱 ^ U ) = 0. 

下面再对 VA 6 C ， 进一步讨论及 G 4— AJ ) 和凡 ( A ) 的 属性： 

(2) 当 A 6 C 满足 U 1 >IUII = 1 时， 

= S p ^=^||^ a ( A )|| < | A | _ 1 j | A II ， 

因而 ue ci ui > iun = i } c ：/>( a ). 

(3) 当 ho 时， 

R(A — A 7) = R ( A ) = {y = (7„}^=1 6 Z 1 l 7 i ^ 0) > 

因此及 ( A — ；10=及04)关 Z 1 . 所以 06 a ( A ). 

当 A 6 C 满足 0<| A |<1 时，对于任意固定的 C ， 

y a = O , 0, …， ()，•••）6 Z 1 ， 

如果存在工 =(? i ，彡 2 ， … ，乞-!，己，…）6/ 1 ，使得 ( A — 乂/)工=3^，则有 

(—於1，芒1 — ^ 2^2 — 於3,…，气 一 於”+1，…）= 0,0,…，()，•••）， 

于是可得 



a 卜 a 

A ， h — A 2 ， 





a 

J n 


但当 ago 时 ， f m = f M 发散，故得矛盾.所以，不存在^^匕 

n=l n=l I ^ * 

使得 G 4— AJ )=>( VaeC ). 

因此，若记 c \{ o }}， 则有 

l \ qLR{A - A 7). 


160 



由此可见 ，及 ( A — 所以当 AG C ， 满足 0<| A |<1 时， Ae %04). 
(4) 由 C =<7 r (^4) U { A 6 C | | A |> | v 4| =1} ，所以 <7 c ( A ) = 0. 

注 这个例子说 明：定 义在无限维赋范线性空间上的有界线性算 

子可以有不是特征值的谱值. 

例5 在 Z 2 空间上，考查左推移算子 

A ： 9 X 2 j ，工 ”-1 ， Xn ，… ） 卜（工2 ， … ，工 ”- 1 ，工 n ，•••）， 

求证： 

(l) ue ci \x\>i}c ： p(iA )； 

(2> ueci |ai<i}=^u )； 

(3) { A 6 C | \ X \=1}==( t c ( A )； 

、 (4) (7 r CA ) = 0 . 

证 A 是线性有界算子且11川1 = 1.事实上，设 

X = Oi ，*2：2, …，工 《-1， 工 ” ，…） G Z 2 ， 


贝!] y = Ax = 0 2 , 

即 


{Ax) x = x 2 ^ (Ar) 2 = :r 3 ， … ， (Ax) k == x k+19 …， 

II Ax II 2 = i]kJ 2 <i]kn| 2 - IWIWIlArll < Ikll. 

n=2 n=l 

又 11 = 11^ II ，所以 



=sup 

x^d 


"Aril 

"iur = 



(1) 证当 | A |>1 时， A 6 KA ). 事实上，按例 4 中 (2) 的推理有 

| A | > 1=^ | A | > || A||=^A G p { A ). 

( 2 ) 记 D=ue ci | ai < i } •对于 Aez )， 数列 u ”}『 e / 2 •因为 

A (1， A ， A 2 , …） =( A ， A 2 ，."）= A (1， A ， A 2 , •••） ， 

所以义6心04)，而(14^，"_)便是相应的特征向量. 

反之，设 Ar = Ar ，《 r ^^，: c €/ 2 , 则 

/( n jC = A n JC ==: (工 n +i ，工 ”+2 ， •••）~ >8 


=^ X n -► 0=^ | A | < 1 =^A G D . 

(3) 先看.首先证 CT 一 A )- 1 是存 在的. 

事实上， (々 ，文2， … 9X»-i 、 X n ， …、 61 1 ， (J — ，即 

(A ， X 2 ， …, 工 ” -a ，文 ” ， …) = ( 工 2 ，工 3 ， ." ，文《 —1 ，工 《，"，) 
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yv -1 — 

一 ^2 一 

二 • • • zrr 

=^x = 

:工 i(l 

，1 ，…） 

因为 工6/ 2 , 所以 工1 = 0, 从而 <2： 

— d . 


i3c={/ieci |a|-i}. 3 ；= 

= CI — A ) x ^= 

3^1 

= X\ 

— 工 2 , 

)2 

= X t 

—工 3 ， 

^3 

•黼 

— ^3 

— 工 4 , 

yt^i 

= Xk- 

-1 — 工 k 

yu = 

= 工是 一 



X 


n 


yk — Xk 


工奸 i ，即 


将上面第1，2,… j 个等式相加，得到 


k 


k 


2 


yj = x ：1 — x k + 1 =^ x k+1 = 




利用这个公式，我们可以从 ^ 求出: r ， 即 g a — a ) - 1 . 
显然，非零分量个数有限的^在及 a — a ) 中. 


K 


事实上 ，设: y 的非零分量个数为尺，取 x x = Dy ；， 


t 


< 


^k+i = — y^yj ( 是 =1 ， 2,… ， K )， 


X 


e i 2 


■X k+l = 0 (V 々 > 幻 

注意到非零分量个数有限的^在/ 2 中稠密，故有 

RXI - A ) = l \ R(I - 4) 7^/ 2 . 


例如 


y 


ei \ iK ^ y ^： Ra - A ). 事实上，按 


工 A+1 = 工1 


上1 


求得的2 ，使得 — oo (々— oo ) ，故•于是 A =16 

oXA ). 

对于适合 Ul =1的一般 A ， 可以化归为 A =1 情形.事实上， 

( A / — A)x = y ^=^ hc k — x k+l = y k 

, _ . ^k-\-\ yk 


x k x k+1 ~ x k+1 


(k = 1 ， 2 , …）. 
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令乞(是 = 1，2,…），则有 

安 k — ^ k +\ — ^}k (々二 1，2， …）. 

此即化归为 A =1 情形. 

(4) 总结起来，参见图 2. 14,我们有 

〜⑷= {A ec | | A | < 1 }， 
a 04) = {A ec I | A | - 1 }, 

a r { A ) = 0. 

例 6 在双边 / 2 空间上，考查右推移算 
子 A : 

^ =(…，芒-«，芒-”+1，".，芒-1，芒0，芒1，-"，夂-1，芒《，"-)6/ 2 ， 
y ==: Ax = (…， 7-”，7-”+ i ，"-，7- i ，7 o ,7 i ，“.，7”- i ，7”，“.）， 

其中 = Z ). 求证： J C ( A ) =< r ( A ) =单位圆周. 

证 （1) 证 AM )。％ •由 Ar 表达式知 || Ar || = || 工||==^ || 乂|| = 1， 

又由 

|| 义 ” 工 || = ||^||=^ || A n || = l=^r a (iA) == lim ||A n || = 1. 

n—►oo 

当 A ^ O 时，由 （ AJ — A ) x =0 =^Ax = 0=^ x —0. 

当 A #0 时，由 （AJ — A ): c =0, 两边比较各分量有 

X$ k — $ k-i = 0 (々6 Z ). (1) 

由此有 

^1 = ju = 士彡 1 = #0， …， 气= +芒。， 

同理^ ^ AVo . 

由此可见，如果6 = 0,则 

$„=0 (Vw G Z)=^j ： —0 t 
如果^>#0,由有 

2 | f n | 2 <+ oo ^|^ 0 | 2+ g |^| 2 +2 l ^| 2 <+ oo , 

n= —oo n=l n=l 

即得 

+°° In +°° 

i^oi 2 + Ki 2 S i + in 2 2 i A i 2n <+ ⑺， 

n=l n== 1 
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由此既推出+ — 0,又推出丨 A |—0, 矛盾.因此只能 = = 0 

(VwG Z )=^ sc ==0. 于是 ( t p ( A ) — 0. 

(2) 证 tx r ( A ) = 0. 按定义只要证明 R ( M - A ) = Z 2 , 即证 

R ( iXI — A ) L ={6}. 之丄及 （ AJ — A )， 之 ==(>! ，之 2 ,…，之”…），则对 V ^ G /% 

+ CX) 

(( A 7 — A ) j :, z ) = 0=^ 2 ( A 6 a — ^ k ^() z k = 0. 

k= 一 OO 

n t 

特别取/)=( 0 , 0 ,…， o ， i ， o , …） e / 2 , 则有 

Ar (” ） = (0,0,…，0,2,0,…）， 

个 

VV - 

/ 、 

Ax in) — (0,0,…， 0，1 ，0,…）， 

r 11 ' 

Xx in) — Ar ( n ) = (0,0，".， A ， 一 1，0, …）. 

因此由 

( Ar (n) — Ar ⑷，之）= 0=^ Az n — z n+l = 0 (V ^). (2) 

从形式上看 (2) 式与 (1) 式完全类似，按 (1) 式推理可得 z == d . 

(3) 证 aG 4)={| A |=1} •先看 A =1 .我们要证 

[RU - A ) = l 2 . 

首先注意到 v ^ e / 2 , 

(I — A)x = y ^=^ y k — x k — x k - x (々6 Z ). (3) 

特别对 

是 =0 

I 

y = (…, 0,0, …， 0, 1 ，（^… 6 / 2 ， (4) 

工 0 —工一 1 = 1. 

但是由 （3) 式与 (4) 式的关系又推出 

因泊 2 

X 0 = Xi — X 2 = ••• ^：o = 0 I 

Sxe/ 2 — ^-1 = 0, 矛盾. 

… = X^2 — x -\ === ^ x -\ — 0 j 

由此可见， y 泛及 (/ — A )， 即有 R ( I — A )^ Z 2 . 

再证尺 (J — 设 
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(…一 „ + 1 ，…，芒0 ， fl ，…，芒 ， fn， …） G 


Ve >0, 取 JV ， 使得 S 心| 2 <£ 2 •令 


n = N+l 


A 


€， \ j \< N , 

0， \ j \ > N +1, 

则: y 有表示式： 

y == (…，0,0,芒 - w ， …， U 0 , 彡 1 ，…，匕， 0,0".)， 

由此得 


1^-^11 2 = 2 III 2 <e 2 令 b— «?"<£• 

\j\=N+l 

为了证明3^及 (/— A )， 即证 3： re 2 , 使得 

(/ — A)x = y^=^yk = x k — x k - x (^6 ^). 

注意到 


yj 


Xk 


x k -\ = ( |々 I < AO ， 


I ， \ j \< N 9 
10, \ j \ >N + 1, 

由 Xk — Xk-i — O 


( N+l 

—— I ]6， l 々 l < N ， 

^ y=^+i 

、0， |^| ^ N -\- 1 > 

显然 :c= {為} 6/ 2 , 并满足 yk = x k — x k -\ ik ^： Z) ，从而 （J — 乂）工= 3；，即 
yeR ( I - A ). 由于 3； 在 / 2 中稠密，所以及 CT—A)=Z 2 . 由此得 A=ie 

对于一般的 U I =1，可以化归 A =1 的情况.考虑下述 U 形串即 
可： 

y — — A.)x ^jk = — ^k—i 

JL JL 

/ K * 、 

V V 

y k = ^Xk — ^k-\ ^ k ~ l yk = 义工 k — )<~ x x k - x 

当 IA | =1 时，参见例 5 可知 


重复上面证明即可. 


^ = i^k) 6 l z ^=^x 6 l 2 9 
V = iVk ) 6 l 2 ^y G / 2 . 
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第三章广义函数与 Sobolev 空间 


记多 重指标《= Oi，A， …， A) ，其中 (/ = 1，2,…， w) ，而且是 
整数.以下是多重指标常用的约定记号： 

n 

|«| = 2仏， !» 2 !•••〜！ ； 

•^二：^ 1 ：^ 2 …：^ ( V 工 = (工1 ， 工 2 ，…， 文 ”） G ^ 1 )； 


，特别地 a Q =K 恒 同）; 

a _ a \ 

、戸 j — @l(a — 卩 )1 


’V 


, a 2 、 

垂■塵 

, V 

u ; 



■ ■ ■ 

i Pni 


其中 即戽 = l ，2,…， ”)• 
用上述记号， Leibniz 公式可以 写成: 


d ^ iuv ) ( x ) = 


2 

/3 <e 


e 


d ^ u ( x ) d ^~^ v ( x ). 


§1 广义函数的概念 

基本内容 

设 •QCir 是一个开集， wGC(D)， 集合 UeDlwCr) 关 0} 在 D 中的 
闭包称为^关于 D 的支集，记做 suppu. 

KC[n 是指 KCD， 且昃是 M” 中的紧 子集. 

def _ , … 

crow — {u e c °° ⑷） \suppu 匚匚仍， 
c A 0 (n) =^= {u e c\Q) isuppw 匚匚 D}. 
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软化子(磨光函数) 


设函数 



e— 1 -| 工| 2 ， |^| <1 ， 

，》 ^ ^ - 



1 0 ， | 工 | > 1 ， 


其中 

c n 

def | 

亀 

e~i-|x| 2 dx) 

kl<i 1 



是一个仅依赖于维数的常数，我们称是 软化子 dDecrxM”) 满 


(1) j(x)^0 9 )Cr) = 0( |x |>1); 

(2) J(x)dx = l. 

从 ju) 出发，可以得到许多 cr (吧）的函数•例如， v》>o, 构造函 



js (^) 


d n 


J 


x_ 

J 


f 


则有力 (r) 吧），且满足： 

( 1 ) js ( xy ^ 0 ^ jsCx )— 0 (i \ x \^ d ); 


(2) js(x)dx = l. 

Jr 71 

命题 i 设〃是一个可积函数，并在 a 的一个紧子集 K 外恒为0, 
则当3充分小时，函数 

def 「 

u 8 {x) — u{y)jsix — y)dy (= js^ u) 

Jo 

是 cr ⑴)的 函数. 

定理 2 若 a6da3)， 则 

\\ u $ — u \\^^ — 0 (汐— 0 ). 

推论 3 (1) cr ⑷)在 c〗03) 中 稠密； 

(2) 若 p 是 D 上的一个完全可加测度，由 

[ <p(x)d;jt =0 . (V ^ ^ ^7 ⑷）） 


便能推出 
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•J 


r 


n<p(x)dju=0 (V^G Co ⑴ ））• 


基本函数空间级 03) 

定义4设％， 6 CT ⑴），我们说 <p n ~^9o 是指： 

(1) 3 KCZCZfi ， 使得 supp 妁匚 K (^二^，…），即{%}有一个公共 
的紧支集； 

(2) V «=(«!>••• ，a„)， 有 

max 1 3^ (^：) — | 0 0 —► oo) ， 

即{%}的任意阶导数一致收敛. 

赋予上述收敛性的线性空间 crco ) 称为基本空间，记做 mw. 

注不可能在逆 02) 上引进距离…使得逆 02) 中的收敛等价于按 
户收敛. 

命题5谬 02) 是序列完备的，即若{%}。°°是一个基本列，它 适合： 

(1) 3尺匚 CZX 2, 使得 supp % 匚尺（>=1，2广.）旧{%}有一个公共 
的紧支集 

(2) ，…， a n ) ，彐 iV = iVO ， a )6 N ， 使得 

maxjaVm (^) — 3>«(工） | < e (当 w，w > iV 时）， 

x^： K 

则必有 逆 ( X 2) ，使得 ( j ^°°) • 


广义函数的定义和基本性质 

定义6逆 02) 上的一切线性连续泛函都称为广义函数，即广义函 
数是这样的泛函/:逆02)-靶， 满足： 

(1) 线性： 

〈/，又1 於1 + 从2〉= )1〈/，於1>+ 义2〈/，多2〉； 

(2) 连 续性： 对于任意的％—%(逆02))，都有 

〈/，％〉—〈/，史0〉 (j oo ). 

一切广义函数的集合记做逆 ' 03). 

注称/ Cr )是上的一个局 部可积函数， 记做 / Oc) 6 on) ，是 

指： 对于任意相对于 D 的紧集 2C， 积分 

I / O ) | dLr 〈 OO . 

JK 
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广义函数的收敛性 

在逆/ 02) 上可以规定加法与 数乘： 

def 

〈 A/i + 1 A 〈 /i ，史 〉 + A i ， 9 、 (V / G ^ ⑴ ）） ， 

从而欲 03) 构成一个线性空间.现 在在欲 03) 上引入 * 弱收敛. 
定义7称 {/,} C = 矽02)*弱收敛到 Ae 欲02)， 是指： 

</” 的 —</o»^> (V <pe^co)). 

% 

典型例题精解 


例1求证： 3函数不是局部可积函数. 

证用反证法.如果 3/ U )6 LL ， 使得 

(d 9 p) = f(x)9(x)dx (V f 6 ^(W) 9 

Ja 


取9^(工）= :) ( V 々6 N )， 其中 


)0) 


C* w e i— |x|2 

0, 

则有： 一方面，根据积分的绝对连续性 


I 工 I < 1， 
I 工 I > 1， 


B ( 0 9 l / k ) 


f 0 c )9 k 0 c)dx 


< C n 


B ( d f l / k ) 


I/O) |dr — 0 



故有 


f {x)<p k {x)Ax = 
a 


f {x)cp k {x)dx 0 

m ， \ik) 


另一方面， 



〈》，％>=妁 (0) = C„e -1 -► C„e _1 ik oo). 
于是有0 = 0 _1 古0, 矛盾. 

例 2 求证： ^ n / nj ice ^ 

证令见图 3.1)， 则有 


f n (x)dx 




对 vpe 逆 02)， 不妨设 suppf cz [-: r ，: r ]， 则有 

广 oo 

(f n9 <p) — {d,<p) I = /nCr)[fO)—^(0)]dr 

鵪 — oo 


169 





图 3. 


^ ^(0) / nCr)cLc 

J U\>T 


fnix) OCr) — 9?(0)]dr ， (1) 


\ x\>T 


/nCr)d. 


u/^\Tn 


l ' 
^ J~Tt - 




e M du^O (”—oo). (2) 


应用微分中值定理，得 

#工） 一 9( o ) =中 ’ （Ox ce e (0，工））， 

令 微 T 1〆& ) I ，则有 

rT T 

/” ( 工 ） l>Cr) — #0)]dr <Aff \x\f n {x)Ax 
J — T J -T 


M N^\_ T ^~ nxAx 


M ' 


T 


n T 


|z/|e^ du 




2 M r 

VtTW J 0 


M 


—u j z 

we ciM = - _ —— 0 (n od) # 

7TW 


(3) 


联合 (1)，（2)，（3) 式即得 

► 

I —〈汐，9?〉 j — 0 (W — > OO ) ， 

于是 * 

V 

〈人， 妗— < d , q >) (V 9^6 逆⑴ ））• 

例 3 设 naw 是一个开集，又设 a : cid 是 *0 的一个紧子集，求 

证： 存在一个函数 9^cra2)， 使得 0<9^r)<l， 且扒: r) 在尺 的一个 
邻域内恒等于 1. 
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证作开集 A ，使得记以^:)为仏的特征函数，令 


d = —min{p(K , 3Q l ) J p{Q 1 ^dO )}, 


fO ) 


j 


a 


Xiy)jdix — y)dy 




•/ 




jsOo — y ) dy ^ 


则有 ，且 〆 jt )= >(> x — Wdy ，以及 


0 ^ <p(x) ^ 1 . 


又令 


k s = {xe n\p(x 9 K)^d}. 


V ： rGA ， 注意到 


史(工） 


•/ 


a 


X(y)j$(^—y)dy 




UKS 


j sit) Ay 


jsix — y)Ay 


y—x\^8 


jdix—y)Ay 


L,+L 


2 


其中 A 


js(^~ y)dy^L 2 




( l « y —:|〉 孑) 


jsix—y)Ay 


1(1 ， - 工 1< 幻 

形等式串的两端即知 pCr ) 在尺的5邻域内烜等于 1. 
例4在 L 2 ( — ⑺，⑺)上考虑算子序列{人}， 


js (^~ y ) dy . 从此 U 


(J n u)(x) 


jn (工 — t)u{t)dty V W G L 2 { — 00,00 )， 


求证: 


⑴ 人 “ eL 2 (- oo , ⑺），并且 iuj<i („=1，2,…） ； 

(2) 算子序列{人}在 L 2 ( — ⑺，⑺)上强收敛到恒同算子 J . 


证 （1) 应用 Schwarz 不等式，注意到 


fOO 


j n (X — t)dt=l ， 有 


CO 
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/•OO 


foa 


J n uix ) l 2 ^ j n (x — t)dt j n {x — t ) \ u ( t )\ 2 dt 


/>oo 


j n (x — t ) \ u { t ) \ 2 At . 


于是，根据实变函数论中的 Fubini 定理，有 


rb 


a 


\ J n u { x ) 1 2 dr < 


rb 


/ »oo 


aJ 


jrXx — ,) \ u (0 1 2 dtdx 


b 


j n (jr — t ) lu ( t ) 1 2 dxdt { 


a 


因为 


rb 


fOO 


a 


jrX 工 — Odx < j n ix — t)dx = 1 , 


所以 


rb 


a 


f*00 


J n u ( x ) 1 2 dx ^ \ u ( t ) 1 2 dt — \\ u \\ 2 . 


令 a — oo ，办-> 00 ,得到 


f \ J „ u ( x ) \ 2 dx ^ || w || 2 . 

J 一 oo 

故有并且 人 Kl (” = 1，2, …）. 

(2) 因为有了 （1) 以及 C (一 oo,oo) 在 L 2 (— oo,oo) 稠密，根据第二 
章§3定理18 (Banach-Steinhaus 定理），为了证明算子序列{人 } 在 
L 2 ( — ⑺，⑺)上强收敛到恒同算子 厂只需 证明对 \/ ueCC - oo , oa ) f ] 
L 2 (-oo,oo)， 有 

\\ J n u — w || 0 {n -► oo ). 

事实上，对 Ve > o , 取: T 足够大，使得 

\ u { t ) \ 2 dt < 

J |<|>r-i It) 

因为 a ⑴在有界闭区间[一: r ，: r ] 上一致连续，所以33>0,使得 

1^(5 + — u { t ) I 2 < , \t \ ^ T , |^| ^ 

于是 

丁 

\ u(s + 0 — uix ) \ 2 dt 〈寻，1^1 ^ < y . 

J -T 乙 
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我们可以假定3<1，那么 

广 oo 

\u(s + t) — u(t) \ 2 dt 


2 \u(s + ^) | 2 d^ + 2 \u(t) \ z dt=2 \u(t) \ 2 dt + 2 \u(t) \ 2 dt 

Jt jt jt+s jt 


同理，我们有 


+ 广）一 1 2 At <C 


综合之，我们有 


\u(s + t) — u(t) \ 2 dt < e, l^l < 


( 1 ) 


令: d = 改写 

( 人 M)0) 


j n Cx — t)u(Odt 


7 n ( s ) u(x — S ) ds 9 


并利用 乂 G)ds=l， 我们有 


(J n u)(x) — u(x) 


jn(s)[u(x — 5) — u(x)^]ds 

) 

V j n (s) V j n {s)[u{x — 5 ) — u(x)^ds. 


应用 Schwarz 不等式，便得 


I Q n u)ix) — u{x) | 2 ^ [ jn(s') \u{x — 5 ) — u{x) | 2 d^ 

J —00 J —00 


f n (s) \ u(^x — 5) — u(^x)\ 2 d^ 9 


故有 


广 oo … 

I (J n u)(x) — u{x) \ 2 Ax ^ j n Cs)ds \u{x — 5 ) — u(x) \ 2 dx. 
j —00 J —00 J 一 00 

( 2 ) 

因为当 |n5 I >1 时，= 0,所以不等式 （2) 右端积分实际上只在 UI 
<丄上进行.因此，只要”>+，便有于是不等式 （1) 成立. 

n o n 
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联合不等式 (1)，（2) 得到 


r°° 1 

\}J n u — w|| 2 ^ £ j n (s)ds = e ， \f n 

J 一 CO 0 

例 5 在 L 2 (- oo ， cxO 上考虑微分 算子也 = 

DCA)= ^u(t) L 2 ( — oo 9 oo} d:?) GC( —OQ^OO ) P| 厶 2 ( — oo, 。 o) }， 

求证 ： A 不是有界算子，也不是闭算子. ^ 

证先证 A 不是有界算子.事实上，设 

jn(t) = nj(nt) (n = 1 ， 2 ,…）， 


那么 AGD ( A ) 并且 

疒 oo 

IUII 2 = n 2 


j(nt) \ 2 dt = 



jW> \ 2 dt = n 



但是 


，oo 


MinII 2 = n A 1/ (nt) \ 2 dt 

— CO 

因为 Aj= 气 P 封 ， 所以 


(*00 


n 


1/ (u) \ 2 du = n 3 \\Aj\\ 


W^jnW _ n Vn \\Aj\\ n \\Aj\\ 

ITT = bii = "17T 

由此可见， a 不是有界算子. 

再证 a 不是闭 算子. 用反证法.取 

1+ 广，一 1 ^ ^ ^ 0, 

« 

u{t) = ^ 1 — jt, 0 < Jt ^ 1, 

、 0， \ t \ > 1. 

显然 — oo , oo ). 因为在 Jt =± l ，0 处 M ’ O ) 不存在，所以 u 1 ( t ) 
^ C ( — 00,00 ) ，从而 U ( t ) 磋 IX A ) •令 

1 ， 一 1 ^ jt ^ 0 > 
v{t) = ^ — 1 , 0 <Ct ^ 1 , 

、 0 , \ t \ >1， 

则有 t ^)6 L 2 ( — oo ， cxO , 且 


174 



AJ n u Or) 


J n vix) 


—l 


j n {x — t ) v ( t)dt 

一 l 


Li + L 2 


，0 

jn (文一 Odt — 

_ 1 


jnOo — t)dt 

0 


其中 Li — j n { x — t ) il + t ) At y L 2 = 
式串的两端即知 


J n (SC — t ) (1 —•从此 U 形等 

Jo 


AJ n u { x ) = J n vCx ). 

记 w n =Jw， 根据例 4(2) ，我们有 

\\ u n — u \\ = \\ J n u — u \\ ^ Oj 
\\ Au n — t;|| = \\ J n v — v \\ ^ 0 


(3) 


如果 A 是闭算子，那么由 （3) 式应该推出 ueDCA ). 这与 U ^ DCA )^ 

盾. 


§2 空间 

基本内容 


设 K 匚匚 

def 

逆々 ⑴）— {<P 6 cm) IsupppC K } ， 

* 

(这 ^(O) 是指：对任意的多重指标V 

max | 3 a (^> — 沪 0) ⑺丨 — 0 ij — °°). 

xeK 

我们当然想用模来刻画这种收敛性，但是无论如何这种收敛性不 
能用一个模来描写.事实上，可以引入可数 个模： 

II^IL = 2 max |3>Cz) I (m=l ， 2, …）. 

\^m 

这 ^02) 上的收敛性是由这可数多个模 {IldU 来描写的，即 

<Pj me N, \\<Pj — 灼 IL-^0 (> oo) 

(sp V£>0,Vme N，3iV=iV(e，m)，$ll% — ^IL<e). 
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定义 1 设^是一个线性空间，称它是可数模空间（或空 
间），是指在它上面有可数个半模 { II viL } r ,满足. • 

(1) + IWL ; 

(2) ||lr|L= | 又 | \\x \\ m ； 

(3) \\ x \\ m '^ O 9 \\ 0 \\m = O ; 

(4) llx|L = 0(w=l,2 

在 5 0 * 中，一: Co 是指 V N , ^Xn 一 Xo \\ m -^0 — oo ). 

注在可数模空间定义中，可数个半模可以换成满足下列条件的 
可数个半模： 

IUII ; < Wl ’ 2 < lkll ’ 3 < …< IWlL < …（V X ^^ T ). 

事实上，只需令 

Iklll = maxUulUILr-.JxIUCV 

定义2在线性空间上给定两组可数个半模 

(ii-iur 与 {ii.Gr ， 

称它们是等价的，如果它们导出相同的收敛性. 

定义3 —个 空间％ 称为是完备的，是指其中的任何基本列 

都是收敛的.完备的 at 空间称做爲空间. 

定义4若 pec °°( iir )， 满足 条件： 对于任意的 m ，|«|= o ， i ， 
2,…，有 

sup I (1 + I 工 | 2 ) 2 3>Cr) I < M mt a < oo, 

则称为速 降函数 .将 nr 上速降函数全体构成的集合记做 

注之所以称为速降函数，是因为 

a + |工 | 2 )|(1 + \ x \ 2 y ^< pix )\^ M m+2fQ , 

从而 

lim (1 + \x\ 2 y^ \d^(pix) |=0 ， V 饥， |a|=0 ， l ， 2r“. 

|x| 一 oo 

因此， y ( R ”） 中的函数的任意阶导数在无穷远处比任何负幂次幂函数 
下降得都快.在 M ”) 中定义半模为 
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||^|| W = sup 1(1 + \x\ 2 yd a <pix)\ (m = 0，1，2,…）， 

| a|^m 

则 IT) 是执 空间. 

定理 5 任意执空间％具有足够多的连续线性泛函 • 
命题6如果有一个凡空间满足逆 ⑴) —UP 


f ^( r 2) cz 免， 

(pj —► <p 0 C^C^)^ == ^ < Pj ~^ 沪 0( 沒 o ， 

那么^上的任意一个线性连续泛函/，必有 /6^( Q ). 

定理 7 为了 / e〆 ， 必须且仅须 3 me n 及〜 eL 2 ( M ”）（ kl < 

/ W )， 使得 

(f y <p) = u a ix)3 a <p{x)i\ + I1 2 ) 2 dx (V 9^6 7). 

| a |^ w * R 


典型例题精解 


例 1 在线性空间 f 上，为了两组可数个半模 

{ii-iur 与 {MiL}r 

是等价的，必须且仅须 ： Vme N ，3 m'e N ， Cw >0, 使得 

lklL<c mm . ikllL (vk 幻， 

并且 we n ，3 h 6 n , c „，„> o , 使得 

lkllI<o n iklL (v ^ e ^). 

证 充分性是显然的•必要性用反证法•如果3 me N ， 对 VjeN , 


3 xje ^ 9 使得 lkll» IMl *， 令: v 产 ~fV ， 则有 

丄 j I m 

bX<+， ⑴ 

< J 


当 j — oo 时，由⑴由必要性假定便有 W 11 U 二<9•这与 

(2) 式矛盾. 

例2 设 


\?\\L = 


sup 

\ a \ f \ P \<2 

^ R n 


x a d ^^ pix ) I 



…）， 
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求证 ：II • I 匕是少 X IT ) 上的等价模. . 

证等价模就是导出相同的收敛性，当 k | <1时， IHL 与 IML 都 
等价于的一致收 敛性. 故只需考虑用一个辅助不 等式： 

|:r 丨 2 = 工 ? + 4 + …+ x: ， | x | > 1, ^ 

br<(l+ |^| 2 )' < (2k! 2 )' < 2 k \x\ lk . (1) 

在 (1) 式右端不等式 

(1 + \x\ 2 Y < 2 l k \x\ zk 

中，取々 = w /2, 便有 

(1 + | X | 2 ) ? | dydx) I < 2 ? k I m I d a <p(x) I 

!^ l>l m 

< 2 2 k 鬥 a >( 工 ）|， 

w t 

\^\ 2m == ( \x\ 2 ) m = (xl + X! + … + x 2 n ) m . 

再应用展开 公式： 

… +& r = 2 ( v^e M%vne n >. 

|a 卜 m 汉！ 

取6=1〗，便有 

I 工卜 2 fh 2a ， 

|a|=m Ul 

\x\ Zm \3^q>{x') I = ^ ~~^ 2a \^<P^') I 

|a|=m a - 

< C m sup \x a ^(pix) I , 

\ a \ 9 | y ? f <2 m 
^6 R n 

故有 

sup (1 + |x| 2 )f 10^)1 <C m sup \x a d^Cx) I , 

| a | , |/?|<2 m 

即 11^ 111. 

在 ( l ) 式左端不等式 

| x | 鉍 < a + ki 2 )^ 

中，取 々= w /2, 便有 
而 
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|x| w < a + ki 2 )?， 



故 


\sc\ m ^ 1 ^： I ,ar| = \x x I ffl \x 2 I J：„ I ttw ' 
^ \ x ^ x ^* m % x ^\ — I I , 


于是 


M < a + |^：| 2 )?. 


即 


sup \x a ^(p( < x) I ^ sup (1 + \x l 2 )^ \ d a <p(x) I , 

|a|，l 卢 |a|<m 

工 ejR n xe^ n 


sup \x a d^(p(x) I ^ sup (1 + I 工 I 2 ) 2 \d a ^>(x) 

| a |，|/?|<2 m \ a \^ 2 m 

^ GR n ^ GR n 


故有 IIP 11 史 II 2m. 

上述两方面结合起来，就得 II • IL 是 y ( 爬)上的等价模. 


§3广义函数的运算 

基本内容 

@02) 中的运算(指若干逆 02) 到自身的连续线性算子的运算） 

线性算子 A :逆 02) —逆 02) 称为连续的， 是指： 

(pj -► A ( p {^{ Q )). 

A 是连续线性算子 ㈡ ％ —0( 您 0( 逆⑴ ））， 记做 AG 

\ 、 

您 02) 中的运算(指若干欲 W ) 到自身的连续线性算子的运算） 
在这^ 02) 上定义算子 如下： 

设 a : 您 02) —逆⑴)为线性算子， v / e 欲 w )， A */ e 欲⑴）由 
下式 确定： 

( A * f 9 < p ) = { f ^ Acp ) (M cpe 您 ⑴））， 

WlA ^： 逆 /03)— 纫 '02) 并且是连 续的. 

按照这种方式我们来定义广义函数的各种运算. 

179 



广义微商 

定义 1设 / ec 1 ⑴），於逆 ( fl )， 

def f 

<3 x ./ j ( p s > == ( x )< p ( x)dx 

j % 

= — f (x)d x ,<p(x}dx 

Jfl 1 

=— 〈/，⑭〉. 
def 

定义 2 称&==(— l ) kl ( aa )* 为 《 阶广义微商运算， gp v /6 
欲⑴） ， 士 / e 欲⑴） 由 下式 规定： 

<>/>〉= (— i ) | a | </， a >> cy ? e 谬⑴））. 

命题 3 a ) 设 / ecKo , 依自然对应 

/• 

</，妗= f{x)(p{x)dx (V ^ G 逆⑴ ）） 

产生的广义函数仍记做/，有广义微商&/ (即士 /，《=(0，"_，0，1， 

0,…， 0)). 同时 / U ) 有普通的微商3$/，则正是色/对应的广义 
函数. 

(2) 广义函数对微商运算是封闭的，即任意广义函数 / e 逆 'oo 
都可以作任意次广义微商. 

(3) 若是任意两个多重指标，则 

d a • = d a+ ^ = • d\ 

(4) 广义函数收敛列可逐项求导，即 

fi 今 /o == ^^ a /i a a /o. 

注意在普通微积分中，求导与取极限交换必须要求导数一致收敛， 
但在广义函数中却无这种限制，换句话说，广义微商与极限总是可交换 
的. 


广义函数的乘法 

对于任意的必 ecm ) 以及 v / e 逆'03)，定义 

<< Pf ,< p ) = 〈/， 抑 〉 (v 逆03))， 

即定义广义函数对 c °° ⑴）函数的乘法为逆⑴)上的乘法算子的共轭 
算子.显然它也是连续算子. 
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平移算子与反射算子 

定义 4 VaG 粑，定义 、：逆 （1 T )— 逆 （®”） 为 

{z XQ (p){x) = (p{x — x 0 } (V ^ 6 逆 （ M ”））， 

我们称 、为 平移算子. 

定义 5 Vx 0 e 即对 v / e 逆 '（ ir )， 我们有 

<T Xo f,<p) = (f 9 T^ XQ <p) = {f^X + X 0 )> (V 9^6 逆 （ ®n). 

注是平移算子的推广. 

定义6定义 a : 您 （ it )— 级 （ ir ) 为 

{c<p){x) = (pi— x) (V ^ ^ 级 （ W ))， 

我们称 a 为反射算子. 

dcf 

定义 7 ? — 〆 ，即对 v/e 谬 /(肥），我们有 

(af ,(p) = {f ,G(p) (V ^ 6 逆（股 ”)). 

注？是反射算子的推广. 


几个公式 

公式1若则 

10 , x <0, 

3 x H{x) — d{x ) , 

〜 — def 

d x H(x — x 0 ) = t X q 8 . 8{x —— x 0 ). 

公式 2 若对，…， a „), 定义 

is ia \< p ) = (- i ) | ai ( a»w (y <pe 逆⑴ ））， 

则 e ② , 02)，并且§2=々). 

公式 3 若 S = +•••+<，贝 ! J 

[L\x\ z ~ n = (2 — n)Q n d{x) , n ^ 3, 

1 Ain \x\ — 2 丌占 (x )， n — 2 9 

其中认是 M ” 中单位球面的面积. 


公式 4 x n 3 m d { x ) 


(- l) n 


m 


(m — w )! 


S Cm ^ n \ x ) 9 m > n , 


〔 0 , 


m <in. 
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典型例题精解 

例1求§”4|. 

解 v ^ ec ^ M 1 )， 有 

<d\jo\ ,cp) <sgn:c ， p 〉 

II II 

广 ~j^oo 

— 〈 111 ， # 〉 — ^pdx + 9 <ix 


\x I cp ! Ax 


rO 


x ( p ! djo 


Ax 


0 


故 3| x | = sgnx . 


进一步， § 2 W =§( sgar ) ，对 VpGC ^ M 1 )， 有 


〈 a ( SglLT ) ,< p ) 


2 { d ,( p ) 


— 〈 sgrLT ， 9?’> 


2 ^( 0 ) 


i - < 


(sgrLr)9^cLc= 


.0 


( p f dx 


0 


故 


a 2 1^1 - 2 ^. 


利用这个结果及公式2,有 

3 n \ x \ 


2 d (n ^ 2) 


d n - 2 ( d 2 \ x \)= d n ~ 2 ( 2 d ) = 2 d n ~ 2 ( d ) 


从此 u 形等式串的两端即知 


d n \ x \ = 2 d in 


一 2) 


例 2 设 
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A jc >0, 

JC_L_ == ) 

(0， *2^0, 

求 

解对 Vpecrw 1 )， 有 

<3 x ^,9?) 


A6 M 1 , A ^- l ,-2,—. 


广 + oo 

X\x\ k ~ l H (jr)9?d 

• — oo 


— ix\,cp f ) 


x\ k <p f d. 


广 + oo 

x k + <p' dx 

J — oo 


: k <p f dx 


o 


从此 u 形等式串的两端即知 


A \x \ x ~ l H{x). 


例 3 求证: 


dln\x\ == P. V. 


(£ln\,\ 9 <p)=l^\^^^ (V 代逆 (M 1 )) 


证对 v ^ ctxk 1 )， 有 

<3 In |x I ,(p) 


lim f 幽 dx 

e 一 0 + 」 1:1 > 工 


■e 


— <ln \ x\ 9 (p f ) lim — In \x \ (f^Ax — In \ x\<p ! dx 


erf。’ 


" + oo 

% — oo 


lim In \x I (p^dx 

e -►()+ 」 | x | 


从此 U 形等式串的两端即知 


dln\x\ = P. V. 
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注对 Vpecrw 1 )， 有 


— ln\jc\^dx — (p {— e)ln|e| + 

J — oo 


■€ 


工） 


Ax 


— In \x\d<p 

J 一 oo 


9 ?ln \x I 


9( 工） 


d ^: 


ln\x\ <p f dx ^(e)ln|£| + 


£ 


<PM 


dx 


In 1^: |d^ = — tpln \x 


再注意到 


9( 工） 


dx 


9 ( — £)ln|e| + p(e)ln|e| 

= dnle| P (e ) — e ) —o (e — 0 +)， 


即知 


lim 


r— e r+°° r cd(t^ 

In \x I <p f Ax — ln\x\ (p f dx \ = lim 艺 — -dx, 

•/ 一 00 J € I J \x\^€ 工 


§4 V 上的 Fourier 变换 


基本内容 


Fourier 变换的定义 

定义1给定 / GY ( K ”). 令 


/(0= j R /(，) e — 


其中 


71 




/ ， 


称？是/的 Fourier 变换 • 


有时记 /— /，于是 y /=/. 给定 gGY (贤令 
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( 梦 ^)(0 = g(x)e 2m ^ x da: 9 

Jr ” 

称为 g 的 Fourier 逆 变换. 


Fourier 变换的性质 

(1) ^( a » = (27 rif ) a ^>( 其中分部积分的负号与复合函数求导 
产生的负号抵消). 

(2) ^a-2mxr<p) (f)=a a (^> (^) • 

命题 2 

定义 3在空间上定义 



3^ 

=f (#= (歹) : r 

称为广义 Fourier (逆)变换.在不会混淆时，记号〜可以 赂去. 有时为了 

方便简记 G^= 

<p >. 

几个公式 

下面我们用/。 一 • 

g 表示 


g = 

= 或 f = 

公式1 

5 a / ° • <27ri^) g. 

公式2 

( — 2idxYf 

。 g. 

公式3 

?«/ 0 • e 

~ 2 ^ • v (位移变相移公 式). 

公式4 

Zna * x 

e go 

•;“g (相移变位移公 式). 

公式5 

e -*| 2 O 

• e - 训 ' 

公式6 

卜一 • 1. 


公式7 

1 。 •汐. 

- 


定理4 冢穸 =1=穸麥 、即 

定理 5 (Plancherel 定理） 设/€乙 2 (肥），则由 

(#/=/ eron ， 

/ GL 2 ( r )=^ . 〜 _ 

\\\ fW L 2 = Wf \\ L 2 (，保持范数不变). 

定理6 若 /， gGL 2 ( R ”）， 则 

( f ， g 、= («#/，&)(歹保持内积不 变). 
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典型例题精解 


例1 设 

H m ( R n )={ u eL 2 ( W ) | a a w eL 2 ( iro , vi «]< m }, 

其中范数定义为 

IkIL = ( 2 ll^lliO 1/2 . 

k|<m 

又对 v ^ ez / YR 72 )， 定义 


\u 


R 


a + 旧 2 r p| 2 df 

71 


1/2 




11(1 + if i 2 ) 1 秘） y, 


求证: 


(1) iutil <°°； 

(2) ll•llL是H w (Ir) 的等 价模; 
o) H m (ir) 完备. 

证 首先 

Iklli 


2 


R 


{2^ xY a \u | 2 d 

n 


2 _吋 2 Plancherel 轉 S ||^||^= 2 IK2^)^||i 2 

\a\ |a| \a\ 


从此 U 形等式串的两端即知 


W 


2 

| a |<” 


R 


n 


C 2 ^) 2a I u I z dx. 


又 


\\u\yi = ii (i + \x\ 2 ) 2 u{x)\\ 2 L 2 


再根据一个常用不 等式: 


q(i+ >i 2 r< 2> 2a <q(r+ W 2 ) m ， 

| a|<m 


便有 


Cl \\u\\' m < \\u\\ m < c 2 II will. 

到此 a)，（2) 结论已证.下证 (3). 由 （2) 只需证 (/rarhiuD 完备. 


186 



事实上，设 {〜} 是基本列 ， BP 

\\ U n+p ~ U n\\ ； m ^ 0 , 


也就是 

(1 + \jo\ 2 ) m \u n+ p — u n \ 2 dx ^ 0 (”― oo) 

JR n 

对 Vf —致成立.由此可见 


{(1 + \x\ 2 ) z u n (x}} 

是 L 2 ( IT ) 的基本列，从而 k ( x )} 也为 L 2 ( R ”） 的基本列.因为 L 2 ( R n ) 
完备，所以设 

( L 2 

Un - 

< 

、(1 + \x\ 2 ) 2 u n (x) 

则存在 a . e . 收敛子列 

{u nk ), { (1 + \x\ 2 ) 2 u nk (x)}, 

‘V' J 

使得 

u n . 、 v，- (1 + \x\ 2 ')^u n > w == (1 + \x\ 2 )~^v, 

k j 、 k j 

故有 

(1 + \x\ 2 ) 2 u n (x) —^ (1 + \x\ 2 ) 2 v. 

由此即知 

(1 + \ x\ z yv e l 2 ( r w )， 

(1 + \x\ z ) z u n {x) — (1 + \ x \ 2 ) 2 u 9 

其中 U = V . 故有 || w „ — w | 匕 —0 (71— OO ) .于是 (// m ( ， lUIlL ) 完备. 

例 2 对任意的 5 GN ， 设 

H s (R n ) == { W e L 2 (r)|(i + |^| 2 )^co e l 2 (e ”）}， 

其中范数定义为 

IWL= ll(i+ l^l 2 )^(OII^ = ([ M d + \e\ 2 y\u\ 2 d^)\ 

X JR n 1 


求证: 
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(1) 在中可引进内积 （•， o , 使得 


IkIL = iu,u) z ； 

( 2 ) 对 v « e 片 （ r ) / ， 存在泛 e ( it ) ， 使得 

a + |f| 2 )'^(f> e L 2 (r>, 


并且 




仲 - uae)de cv 96 ^( R n >) 


证 （ 1 ) 令 


O ， t 0 




R 


n 


(1 + \^\ 2 ) s u^d$ Vi u，v 6 H s dW)). 


与例 1 同理可证 H s ( R”) 完备，故是 Hilbert 空间.显然 


(u 9 u ) 2 = ||tt|| 




(2) 对 Vw€// 5 ( H")' ，由 Riesz 表示定理， 3u€H s ( H") ，使得 

(9 , v ) = { u ，9 ), €/^( H ")， 

即有如下 U 形等式串的 两端： 


<« ，炉 


.n 


(1 + |^| 2 ) W^(-Odf 


.n 


(1 + |f I 2 ) 5 ^(f) ^d^=| (1+ m 2 )V(—O 石 （Odf 


V 


R 


令 


W ( f ) = (1 + | f | 2 )^ (- o 

(=(1 + If | 2 y/ 2 (l + IW /2 石（一 O), 


则有 


(l + | f | 2 )' 2 S ( f ) = (l + Kl 2 ) 2 6(-0. 

因为所以 

e l 2 (®”）， 

a + i?i 2 )2£,(o e L 2 cw)=^a + i?i 2 >2 ^(-o e r 2 (r )， 

即得 
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u ( e ) e LL ( r )， 

< 

、（i + \?\ 2 y^u(o e l 2 (®”）， 

且对 VpGY， 有 

m 

< iu ，^) 9(0 - u ( Od $ 

Jr ” 


〈《，f > < pce)a + i?i 2 ) 5 ^ (- o 拍 

Jr w 

il II 

' a + |^| 2 ) S 9 (O ^d^=[ (i + \e\ 2 y<p (- o ^ (Od^ 

Jr ” jr " 

从此 U 形等式-不等式串的两端即知 

% 

iu^(p) == ^(f) - u($}d$ (V 9^6 ^(M n )). 

Jr m 

例 3 设 /( dGLUIT)， 求证： 


(#/)(0 =f f ( x ) e ~ 2 ^ dx 9 

Jr m 

即 /U) 按 y ( IT) 的 Fourier 变换与普通的 Fourier 变换 一致. 
证对 v^ecrciR 71 ), 


〈歹 / 一 

II 


f ， 9 、 

[| 

11 

「 [ 

II 

〈/，，>〉 


e~ 2mx ^f(x}dx\de 


Jr 1 

Jr ] 

交换积分顺序 

〈 / ， 多 〉 = 

= fix) 

JR n 

e- 2 士 .V(f) 從 IcLr 

Ur m f 


从此 U 形等式串的两端即知# /=$/. 

, ■ - 

琴 •< * 

例 4 求证方程△/=/在7(肥)中无非 零解. 

证根据公式1,即 a“/。一 •（27ti^r， ，有 
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劣/。 — 

-• (2兀泛）( 2 , 0 ，，。）/ 

=- 4兀 ％ /， 

今 /。- 

-• (2 丌奸 0 , 2 ，…’ 0 〉？ 

• « 

=-4 tc 2 ^ / , 

劣/一 

-• (27 dO (0 , 0 ’...， 2) «? 

——4 代？， 


n 


因为 △ = € +$ + … ，所以 

1 L n 


△/ 


o 


一 4兀 2 旧 2 / 


于是，对方程 △/=/ 两边作 Fourier 变换得到 

-47 t 2 |^| 2 / =/. 

接着有 推理： 

' -4 tt 2 |^| 2 / =f 


/= 0 


(1 + 4丌 2 1 ^ 1 2 ) f = 0 f — 0 

从此 U 形推理串的两端即知方程 △/=/ 在少 X ，)中无非零解 


§ 5 Sobolev 空间与嵌入定理 

基本内容 

定义1设 DCIR ” 是一个开集， m 为非负整数， l < f < oo .集合 

def 〜 

w mfp cm — {u e l p {Q )I e z/02)，h <m} 

按模 

IIUE \\ d a ur LP } l/p = {Sf i ^( oi 张广 

\a \<772 |a| 

, (1 < /> < oo ), 

\\ u \\ mt00 = max ||3 a w|L 

* M<m 

构成的空间 ar ^ o ^) ， IML ，,) 称为 soboiev 空间，记做 

定理 2 空间是完备的. 

定理 3 逆（，)在^’’（賢)中是稠密的. 
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定理 4 空间 ( cm)，IHU,) 不完备，其完备化空间为 

.. I 1 

当1<户< ⑺时， / TU ： Mvr ^ ⑺). 

定义5 M n 中的开区域 D 称为是可扩张的;如果 VmG N,V/>G 
[1, oo ],3T： 是连续线性算子，并满足 

Tu\ n = u (V w e W m ' p {Q)\ 

定理 6(Sobolev 嵌入定理）若 DC： JET 是一个可扩张的区域 ，m> 
n/2 ，则 r) 可以连续地嵌入 C( IT) ，即 

W m ^ 2 ( M n ) CZ ^ CCR 72 ). 

• ，： * \ .J •> 

定理 7 设 K 是 IT 中的紧集，则集合 

e W 1 ， 2 (r),| M w i ,2 < l 9 v(x) = 0 ix^K)} 

在 L 2 (E”） 中是列紧集. 

定理 8 02) 是 Hilbert 空间，其内 积为* 


(u,v) 



a 


d a u(x) d a v(x)dx. 


设 //I ⑴ ）= //『 ⑴ ）*， 那么为了 /e//i ⑴），必须且仅须 
3 ga eL 2 cn ) (|«l<m) ，使得 

</^> = S f gM) §>u)cLr ay <pe 


\a\^nr 


推论 9 每个 fGH — m U 2) 是 L 2 Cf2) 函数的广义微商之有 限和: 


/= ( - 1) M 2 d a g a (V g a G 

1 I a\^m ^ 

特别当 m > n /2 时，⑴)可以连续地嵌入 C03). 因此当 m>n /2 时, 
C ( Z 3) 上的线性连续泛函属于，即 

匚 c(Z2)=^c(n)* 匚 == H~ m cnx 

特别是3函数属于/例如当 ” =1 时，设 Xo ^： (<2,6)，则 

; • 

(ph (8 、， <P) = (pQx 0 ) 

在 C03) 上是线性连续的，从而 
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典型例题精解 


例 1 若 a • 并且存 

在常数 C (依赖于 a) ，使得 

IU • U Wm t p < C IWL ，， 

证 Vaecr(K”）， 考虑两个函数乘积的广义 导数： 


|3 a (a -^)| 


s 


a 


的 • d a ~^a 




5 


a 


、尽 ) 


I S ^( x ) I , 


由此推出 

v^e^^r) ，根据本节定理 3,3 灼 ecr( 肥)•，使得 

9 k —u (在 中）， 

根据不等式 a) ，有 


(1) 


(a •矜是 ir^(ir) 中的基本列， 
1 a • % ― ► aw ( 在 Z/ 2 ( R”） 中〉 • 
由此推出 • ( Pk-^au (在 ir^ciEr) 中），故有 

、 9 k 一《 (在 中）， 

< a *< p k 一似（在 r) 中）， 

(1) =^lla • 9h^ m , p ^ C 


令即得 

IU WL，〆 

例 2 设12=(〜《^/€1 2 03).求证：存在唯一的: r€/^02)， 

使得 

d 2 X r 

j ^ =/ ， 


并且 T : / 卜 *r 是 P (D) 到 H 2 (fi) 的线性连续算子. 

证 设 {2=(a ， b ) ， 

def r * 1 1 ^ 

(u f v)i = u’v dt (V u^v G HliH}) 

是 i^Cf2) 上的一个内积，而对 V/GZ/ 2 (^) ，根据 Poincare 不等式，有 
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a 


— fvdt 


< 


J / l 2 d ^) 


丄， _ 、丄 

\v I z dx 


n 


<c H/ii ihii, (\/ve Hiao)). 


这表明 V K — 是⑴)上的一个线性连续泛函.应用 Riesz 表 

Jo 

示定理，使得 


( x f v ) 1 = 


Q 


— fvdt (V ^ (f 2 )) , 


即有 


m 

x” • vdt = 

m 

x’ • v f At = 

a 

n J 


o 


fvdt (vue q °02))， 


由此推出 x r , = f . 

为了证 X 的唯一性，我们用反证法.如果还有 


(无， 以）1 




n 


fvdt (v ^ e H\m), 


则有 


V=X 一 X 


Oc — x = 0 (V ^ G x = x 


于是 


x 19 — f G L 2 ( 0 ) 


a ： e H\m=^o^ e L 2 mi 

再根据 Poincare 不等式，有 

11工11// 2 (。） 


e H 2 ( Q ). 


ciki ^ 


a 


x N 1 2 dt + \x f \ 2 dt+ I 1 2 dt<£ I 1 2 dt + 

^ (2 m a \ (2 


x 9 


2 dt 


a 


从此 u 形等式-不等式串的两端即知 


IUII^2 (fl) < C \\x f \\ 


2 


( 1 ) 


再在 


( x 9 v ), = I - fvdt O / veHliO )) 

a 


中令 t ;==: r ， 即得 
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IU ’11; = — food,t ^ 11/ II \\ jo \\. (2) 

J D 

联合 (1)，（2) 两式，即得 

II^IIh 2 ^) ^ ^ 11/ II ll-^ll ^ c 11/ II n ⑼ • 

由此推出 

ll ^ ll ^ cfl ) ^ C 11/1|, 

故: T : / h - x 是线性有界算子. 

例 3 设 / Cr ) e // i ( — 1，1)， 求证： 

(1) /( — 1)=/(1) = 0； 

(2) / Cr ) 绝对 连续； 

(3) / ; (^:) £- L 2 ( —1，1)(这里”是指求 p . p •微商) • 

证 （1) 由嵌入定理6，^^^02)^_003)(所>^1//>)，而 

HHn ) = H u \ n ) = W u \ m , 

由于 

n = 1, m = 1, p = 2=^m 〉 w //> ， 

所以 

fu ) e hk - i , i )=^/ u ) e ci - i , i ]. 

此时，由 / Cr ) e /^( — 1，1)=^3%(工）云<^°(-1，1)，使得 

ll%.o) — /ooil — 0 ， 

还由嵌入定理，有 

||%. Oc ) — /(^) ll c[ _ ia] < C WfPjix ) — f ( x)\\ lt 

进一步，有 

1) = 0. 

(2) 由于 

/ Cr ) e H \ i - l ， l )=^/， Cr ) e Vi - 1，1) 

=^/cx) = r f • (t)dt ， CD 

J 一 1 

所以 / Or ) 绝对连续. 

(3) 由 （ l ) 式中 / Cr ) e // J (— i ， i ) 知尸 ( x ) eL 2 (— i ， i ). 

例 4 设 / GHXir )， 求证： 当 5> n /2 时， 


194 



(1) 

(2) /Cr) 与 ur 上的一个连续有界函数几乎处处相等. 

证 a) 由 /e 片 （，) 令 （ i+|f| 2 )f?(f)er 2 (ir )， 又知 

/(O = (1 + |6| 2 )' /(O - (1 + |f | 2 ) - ’， 

因为当 5> n /2 时， （ i+|f | 2 厂 feLKi") (注），所以 


注 当 5> n /2 时，设 


/(O e 

"7 _ + / ) )，则有 >>0, 


R 


n 


(1 +旧 2 )—说 


R 


” (1 + ^ + e 2 


_ _ ■ 


+ 0 


： d ^ 


< 


Rn (1 + g) 2+/> (l + f 2 2 ) 


+' … （1 + g) 2+P 


d $ 


n 


k = l 


(1 + O 7 


< oo # 


(2) 因为 /( oeLKr )， 所以 


/o) 


/( Oe 2 “df 


R 


n 


是 IT 上有界的连续函数有界性由 / GLVir ) 保证，连续性由控制收 


敛定理可在积分号下取极限 lim / (sc) 


lim /( O e 27 ^ f df =/ Cr 0 )$ 

R ” 卜工 o 


到 


例 5设 mGN ， m >2, 又设 


H~ m = {/ e ^ | (1 + |^ 1 2 )~ 2 /(O e l 2 (m w )}, 

在// I 中定义范数 

HZ' II -rn — II (1 + I f I 2 ) ^ f (^) IIl 2 ^ 71 ) (V / G H~ m ). 

求 证：若 则它可以表为有限个 l 2 ( r) 函数的导数之和 
证首先 证明： 


/>S 


(1 + |6| 2 )-2 /(o e l 2 ( W ) 
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/(O 


G L 2 ( W ). 


i + im i <? 2 卜 + … + i^r 

事实上，当 m = 2 时， “4” 两头是一样的，当然正确.而当 m >2 时， 


户=$>1，笑(工）=乂是凸函数，所以，若令6 = 1，则有 


1 + 1 ^ 


n + 1 


1 + i ? ii m + m m + …+ I 夂 I 

n + 1 


g 




从此 U 形等式-不等式串的两端即知 


1 + im i ^ 2 i m + - + \? n \ m 


^ c(” ， m)(l + I 彡 I 2 ) 2 ， 


因此 


a + i^i 2 )~2/(o e L 2 (wy 

/(O 


i + im if 2 i w + … + in 


e L 2 (r )， 


从而 




def 


/(O 


i + im iii w + … + 旧 


e L 2 ( r ). 


由此得到 


/( o = 分 ( o(i + im + … + m 


n 






\A11 




n 


g (0 + 


其中 


h(o 


def 


\ A\z 


i ⑻ 


因为 


I 乞 




±1，所以^(0 6乙 2 (肥)•进一步改写 (1) 右端为 


( 1 ) 
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/(o = geo + Sk (^) == g (^ + 2 gk ^)^ 

a=i k^i 

再用反演公式，得到 

fix) = g(x) + 2 (2Ki) m ^ gk(x ^ 

这里以 (2)=0 歹 iCr)€L 2 (IT)， 其中 q 是与 々有关 的系数，取值 1 或 
- 1 . 

例6在空间 L 2 ( — 00,00) 上，考查微分算子 

A == h 9 DCA) = — 00,00)， 

曹 

求证： 

(1) pCA) = {AG C|ReA#0}; 

(2) a p (A) — 0 ； 

(3) (xU)=(r c U)-{Ae C|ReA=0}. 

证设 /6 L 2 ( —oo,oo)， 并且 aeDCA) 是方程 

04 — X)u = f 

的解.根据广义微商的定义，有 


CAu 9 v) == — (u ,v f ) , V t ； G C^°( — oo,oo). 

下面我们证明上式对 v e/zu—oo,oo) 成立.根据本节定理3,对 Vt； 
^ H 1 (― °°j 00 ),3^nG C^° ( — OO ，⑺ ） ， 使得!；„ H >V (”—OO ) ，即有 

， L 2 

V n - ^ V ， W ^ oo , 

< 

/ ^ f 

[ v „ - V f , W — OO , 


故有 

iAuyV n ) =— (u,v n ) =^(Au,v) — — (m ， i/) ，V t; G H l (— oo,oo). 

因为 7(— ⑺， 00 )。//^ — oo,oo) ，所以有 

， 

(Au 9 v) — — (u 9 v f ) , V G 5^( — oo ,oo). 

于是对 v/eL 2 ,t；e y ， 我们有 

(/ 9 v) — (u 9 v f + Av) 


(Au — Au^v) = (Au 9 v) — (Au 9 v) 
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从此 U 形等式串的两端即知 

(/ ，幻） =— (U ， v f + Av). 

由此，根据本章§ 4定理6和公式1，对 Vte Y ， 有 ’ 

f ， 茨 v 、 ([2 丌 Lr — X \ S ^ u ^ S r v ') 

人』… / 11 _ 

— (H ， ^^[v r + 如 ])=— u , [27ri^c + X\3^ v) 

从此 u 形等式串的两端即知 ! 

f — ([2? ri ^： — v } 9 • 

进一步，在上式中，对令便有 

f ,w) == ([_2nix — k\S^u 9 zv) 9 . 

由此即知 

f 

3^f = (2 丌 ix — — 2^[ x — A* (1) 


等式 (1) 告诉 我们： 

(1) 如果 A = a +/9 i ， a 7^0. 




^ f \ ^ \^f 


_ 2mx — A 

再根据本章 §4 定理5,有 

W^uW = \\u\\ 


a 


\\^ u \\ < 


Wf \ 


a 


11 /II 


\\Srf\\ = ll/ll I，W|I< l«l 9 


故有 ueL 2 ( — oo , oo ), 

再由本章 § 4 公式1，有 


S^v! = 2 丌 


2 丌 ii 


2 丌 i:r — A 


，/， 


而 


2 ^ix 


2^\x — A 


2 t^\x 


〜/ ^ tz 2 x z + a 2 + /? 2 — 4 丌/^ 


因为 


lim —= 

x^oo 〜 / 4 兀 2〜 2 


7 jt\x 


所以 


2 t:\x 


2 冗 ix —— A 


在（一 


oo , oo 


x 2 + a 2 + /? 2 — 4 丌 / 

\ 

) 上有界•设 


2 mx 


2 兀 i 尤 ——A 


，由 § 4 定理 5 
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则有 




故有 ^ G (~■ 00 1 00 ) • 联合 


u 


G L 2 (— 00,00) 


u f G L 2 {— oo ， oo) 

综上所述，当 a ^ O 时，并且有 


u G /)(-A). 


||( A /-^)- MI <^ I . 

(2) 〜 04) = 0 •事实上，如果/=0,由等式⑴即知 

. 、 * ； • 

= 0 =^u = 0 =^N CM — A) = { 9 } . 

(3) 如果义=0?+的，0： = 0,即 A =/? i ， 由等式⑴可见，当2 = _时，右 

端分母是零，不可能属于 L 2 ( —00,00)，除非等式 (1) 右端分子也 
为零，即 

茨八务= 0=^ e ~ l ^ f(Odt = 0. (2) 

\ 乙苁 I J -oo 

现在 ，一 方面，举出一个函数 

/⑴= —G L 2 (— 00 , 00 ) , 

1 / 


显然不满足 (2) 式，但/(〖）61 2 ( — 00,00)，故 

RCi^I — A) ^ L 2 (— oo,oo). 

另一方面，对 v / ecr (-^, oo ), A=«+^ie c , 方程 

u 9 一 Xu = f 


两边同乘以 


e 


-k 


，两边再从 0 到 x 积分得到 


e ^^ wC ^ r ) = w (0) + 




0 


方程两边同乘以 e 匕并 取绝对值得到 


\u(x ) I 


由 （3) 式可见，当《>0时， 


I 

e 






W(0) + 


e - k f(Odt 


0 


u(x) 1—00 (x ^ 00), 


(3) 


除非 
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w(0) 




e 一七 / ⑴ d 广 = 0. 


(4) 


o 


于是，当 a >0 时，为了 M ( x ) eL 2 ( — 00,00)，必须 (4) 式成立•当 （4) 式 
成立时， 


/ »oo 


e 一〜 Cr ) 




X 


rx 


w (0) 


rx 


e~ M f(t)dt = — (t)dt + e~ k f{t)dt 


o 


0 


0 


从此 U 形等式串的两端即知，方程 -Xu=f 的解 


u { x )= — 


fOO 


e 


A(«r — ty 


fCOdt. 


(5) 


x 


由 （3) 式还可见，当《<0时， 

\uix ) | 

除非 

^(0) 


—► 


(工 


)， 


.0 




( 6 ) 


于是，当«<0时，为了汉(工） GL 2 ( — oo , oo ) ，必须 （6) 式 成立. 当 （6) 式 
成立时， 


e ^^ uCx ) 


rJc 




u(0) 


e^ k fit)dt 


o 


•o 


rx 


e^fCOdt + e 一 V ⑴ ck 


o 


从此 U 形等式串的两端即知，方程 —hi=f 的解 


rx 




e^^fCOdt. 


(7) 


在 (4) ， （6) 式中，令应用 Lebesgue 控制收敛定理，得到 




^(0) 


u(Q) 


•/ 




产 oo 

0 

rO 


e~ lfit f(t)dt = 0, 


e-^/COck 


»-J-oo 


e 一鼎 = 0, 


即 （2) 式成立.在 (5)，（7) 式中，令 a — O , 应用 Lebesgue 控制收敛定理， 
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得到 

r 严 oo 

u(j:) = — e l ^ (x ~ r) / (t)dt 9 

J X 

\ ( 8 ) 

fX 

uOr) = e^ <x_0 /(^)d^. 


因为 (2) 式成立，所以 （8) 式的两个表达式是兼容的. 

根据 (8) 式易知，对 v / ec 『（一 oo , ⑺），方程的解 we 
cr (— 00 , ⑺）. 因为 crw 1 ) 在 l 2 (— oo , oo ) 中稠密，所以 

R(i^I - A) = L 2 (- oo,oo). 

联合 


R(i/3I — A ) 尹 L 2 (— oo ， oo ) ， 
R(i/3I - A) = L 2 (- oo,oo) 


=^"1^ G < y c 04 )，V ^ . 


最后，因为 


所以 


C= {ReA^O} IJ {ReA=0} = 〆^!) \JaXA ), 


a{A)=a c {A) = {AG C|ReA=0}. 
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第四章紧算子与 Fredholm 算子 


§1紧算子定义和基本性质 

基本内容 

定义 1设％ ，夕是 Banach 空间， A 是 ^ 到欲的线性算子，又 
设 ue^l IUll < i } 为^中的单位球，若在％中是紧集， 
则称 A 是紧 算子 • 6(1，％)表示所有紧算子构成的集合 ； 当 少 
时，将其简记做 6(1). 易知 

A e 6 d ，^) 

M 对于 f 中有界集方，有 MB ) 在％中紧 ' 

w 对于％中任意有界点列 {〜} ，在欲中列紧 • 

命题 2关于紧算子有以下简单 性质： 

(1) 6(1，夕)是线性 空间； 

(2) 6(1，夕）匚 

(3) 6(1，夕)在中是闭子 空间； 

(4) 设 Ae 6 C ^ r %0 O ， f 是闭线性子空间，则 

def 

A 0 — AU o e 6 ( 1 ，夕）； 

(5) 若羞66(1，夕），则及 U ) 可分; 

(6) 若羞620^，夕），562(夕，之），且中有一个是紧算 
子，则 

定义 3 a 全连续算子是指， AeyG ^，，）， 且 

x n -^ x ^^ Ax n Ar (强收敛）. 

命题 4 A 66( 贫 A 全连续. 

貪'自反 

定理 5 ， W ). 

定义 6设 : re 6 (，, 少），若 dim 及 cr )< ⑺ ，则称了是有 穷秩算 
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子. 一切有穷秩算子的集合记做显然有 
若 TeFd ，^)， 则 

T^e 且 dimmer ) = dimR ( T *). 

定义 7 对于 / e ，* je 欲，用 y ®/ 表示下列算子： 

y®f I X \-^{f ^ x ) y 9 V 

称它为秩 1 算子. 

定理8为了: refd ,^ o , 必须且仅须 .3 ：^ e 少 ， /:ew (卜 
1，2，•••，《)，使得 

T = 乂 ③ 乂， 

i =\ 

定义 9 设^是一个可分的 b 空间， k ^ rd ， 称为是^的一 
组 Schauder 基 是指： V ，存在唯一的一个序列 { C „( x )} ，使得 

N 

x = lim y ] C n ( sc ) e n (于 f 中）. 

定理 10 若可分 B 空间 I 上有一组 Schauder 基，则 

F(^) = 6(D. 

典型例题精解 

例1设^是一个无穷维 b 空间， 求证： 若 Ae 6( y )， 则 a 没 
有有界逆. 

证用反 证法. 如果 A 有有界逆 ^ r 1 ，则有 AA -^ A ^ A ^ I . 根‘据 
命题 2(6) , J 66( D ， 从而 5( 心 1) 是列紧的，于是根据第一章§ 4推 
论15 是有穷维的，矛盾. 

例 2 设％是一个 b 空间，满足 llAr||>a ikllcv 

i 

d ，其中 《 是正常数. 求证： Ae 6 (30 的充分必要条件是 f 是有穷 
维的. 

证 必要性 因为 IUdl >« 11 x 11 (V : rGD 表明 A 有有界逆，所 
以根据例 l ， f 是有穷维的. 

充分性因为 f 是有穷维的，所以 5( 心 1) 是列紧的，从而 
AB ( ll ) 是列紧的，故 Ae 6 C ^). 
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例 3 设义是方空间，是％的闭子空间并使得 
d 义。 d。. 求证： 映射： T: 0]H^ [止 r] 是商空间沒7沒^上的紧算 

子. 

证只要证映射了映上的有界集为列紧集._ 

事实上，设II [A] || ，根据第一章§4例 13(2), 3 瓦 ebr„]， 使 
得 lfell<2C •又因为匚， 。 ，所以 

6 [^„] [^„] = E^^n] 


瓦 一 心 e -儿 r„ e a ^。 匚 

从此 u 形推理串的两端即知 

G l>J=^[ArJ = LAx„]. 

因此 

了 On] = [^n] =[浪《]. 

进一步，因为II 毛(没^)，所以3 A 瓦 —： y •又 [• ]是线性连 

k 

续映射，故有 

T[_x ~] =[浪] — M. 

k K 

由此可见，映射 T 映 ^ r /^ r 0 上的有界集为列紧集，故 

t e 6(^/^ 0 ). 

例4设(免，(免，少），若及 u) 匚及 oo, 求证: 

a e 6(^,^). 

def 

证对 V |>]e 淡 VAKiO, 昃 [>]—Kr， 因为尺€©(免，^0,所 
以犮 e© (贫'，％).令 s 为^空间的闭单位球，则 s + iv (尺）是 
，/AK 幻中的单位球，且 XGS+AKK))=iCGS) 是列紧的，从而犮是 
紧算子.又 K 是单射连续算子，故贫 H 闭，且 

DCR - 1 ) = RCK ) Z ^ R ( A ^ 9 

从而 K ~ l A , 夕-免 MKiO 是闭算子，且定义域是全空间（当然闭）•根 
据闭图像定理，欠 _1 A 有界，因此，根据命题2(6)，有 

A = K ( K ~ l A ) 6 6d， 少). 

" n ~iif~ 

例 5 设# 是 Hilbert 空间， A: # 是紧算子，又设心-^： 0 , 
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: y n ~^： y & ，求证： 

( x n , Ay n ) ( x 0 ， Ay 0 ) (n — oo ). 

癱 4 

证因为在 Hilbert 空间中，紧算子是全连续算子，所以 

yn-^yO=^ A yn AVo O — OO) • 

进一步，有 

\{ x n , Ay n ) — Cr 0 ， A ： y 0 )| 

=I Cx n 9 Ay n ) — Cx n 9 Ay 0 ^ ~h (^ x ny Ay Q ') — ix Q 9 Ay 0 ) | 

^ I {x nf Ay n — Ay 0 ) \ + | (x n 9 Ay 0 ) —( 工 0 , 八 y 0 )| 

< ll:JI II 次 y « — 八 yoll + I (工艿 — I - (1) 

又因为：2：„~^*2：。，所以 

I ( x n — x 0 , Ay 0 ) I 0 (w oo ). (2) 

觚. 

还因为心"^。，所以 { jU 』} 有界，故有 

ll:JI II — ^oll 4 0 (W — oo ). (3) 

联合(1)，（2)，（3)式即知 

(jo n ,Ay n ) ― {x 09 Ay 0 ) (w — °°). 

例6设 贫"，少是 B 空间 ， A 6父（没 O , 如果及 M ) 闭，且 

dinLR (^4) = °°， 求证： O . 

证用反证法•如果 ® O ，令少。=及(^4)，则多。是无穷 

维 B 空间.令 

^r 0 = ^r/N{A), 2 [>] = Ax 0/ xe [ 工 ]) ， 

则有 2 ea (^。，％。）， 并且是单射、满射 • 由逆算子定理，3 a - 1 ^ 
y ⑼。，淡'。），于是一 1 e © (少。）， 从而％ 中的单位球 bo ?， i ) 是 
列紧的.于是根据第一章§ 4 推论15，' 是有穷 维的. 这与 dim^o = 
oo 矛盾. 

例7设 O ( n -^ oo ) ，求证：映射 

t ： (v iuen 

是产(/ >> i ) 上的紧算子 • 

证 V …，夂- 

. _ 從 - - 

T n 每 = ($ i ，芒2，…，^'-1'.，，0，0，…） , 
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则有 dim 尺 (7V>< ⑺，因此 7Vee(/々). 又 

\\T$ — = j 2 P <'sup|wj - I 旧，， 

: r ： ， n ^ N ’ 

由此可见， 

\\T — T ^ sup I co n I — 0 (N oo), 

n^N " 

于是根据命题 2(3), 

t e ®(/ 勹. 

例 8 设 OCZW 是 r- 个可测集，又设 KCz，3；) eL 2 ⑴ XD) ， 求证： 

A: u(x)h~^ K(x f y)u(y)dy (V u^L 2 (0)) 

9 J (2 

是 l 2 02) 上的紧算子. 

证因为 L 2 ⑴）自反，拼以只要证 A 全连续，即 

u n ^O=^Au n 0 (n oo). 

由第二章 § 5 例 23 ，只要证 || 如 „|| 广 -0. 

事实上，因为所以 
/% 

K(x^y)u n (y)dy 0 (n oo) a. e. ^ x Q, 

J O * 

因而 

"! • 

2 r r 

M w Jl 2 = K(xjy)u n (y)dy\ 2 dx 0 in oo) # 

例 9 若 Ae©Cgn，{ej 是 Hilbert 空间#的正交规范集，求 

证： lim(Ae h = Qi 
« 一 00 

证因为{^}是邊"的正交规范集，所以根据第一章§ 6定理18 
(Bessel 不等式），对V ：c6 麥％有 《 第 

2 I ( 工， d 2 < ll-^ll 2 . 

根据收敛级数的必要条件，有 

lim (x,e n ) — 0, V 工 G 

n-^oo 

这意味着 ^--o. 接着由命题 4,4ee(#) 蕴含乂 是全连续算子，故有 

e n ~^0=^Ae n -*• 0. 

最后，根据第二章§5例21推出 
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(4,0 — o . 

例 10 设 y ，％， 之是 万空间，汉 'C 夕匚之 ，如果汉 'C 二％的嵌 
入映射是紧的，欲之的嵌入映射是连续的，求 证：对 V £>0, 
3 C ( e )>0, 使得 

lkll 2 <£ 114 + C ( e ) W 3 (V ^ e ^), 

其中 II • M • ll 2 ， IH 3 分别表示空间上的 范数. 

« > 

证 v 汉 e ，， 令•要证的结论可改述 为：对 

u 1 1 

V e >0, 存在 C ( e )， 使得 

Jkll 2 <e + C ( e ) M 3 (V t ; 6 ⑽， 1))， 

其中氏(心 1) 表示^空间上的开单位球. 

V * ♦ 

用反 证法. 如果上述结论不对， s 卩3 £。>0,对 v ne n , 3 

< - 

氏(〜 1)， 使得 

IIII2 > e 0 + n \\ v n \\ 

显然由 （1) 式可推出 

n > %， 

ll^nll 3 < ZT ll^nll 2 - 


( l ) 


( 2 ) 


进一步，由条件%的嵌入映射是紧的，从而是有界的，故 
彐 M >0, 使得 

丨 各 

lkil 2 < M ikii; (v u e ^). 

这样便有 

lkll 3 <|lk" 2 <f Ikh 



(n — oo). 


由此可见， 

MU 

V n - >0 (n oo) # (3) 

但是，从 Ikll ^ l 和 f C 欲的嵌入映射是紧的可推出 3 

k 

t ； ，再从％ 之嵌入映射是连续的，叉有 
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这样,一方面，联合 (3) 和 (4) 式，得到 

v — 0==^|M1 2 = 0. 

另一方面, （2) 式中的 lkj 2 > e 。 ，令 w — oo ， 推得 

lkll 2 > e 0 - 

这使 (5) 和 （6) 式矛盾. 

例 11 设无穷维向量 

= (0,0,…，0，1，0,…）， 

、 _ J 

--- 

w 个 

即第72个坐标是1，其余坐标全是0;又设 C 。 表示以0为极限的 x = 
( A ，: r 2 ，…，…）的全体（即1^心= 0)，并在0：。中赋以范数 IUII = 

n—oo 

supU „|. 求证: 集合 {#”)}『 是 C 。 空间的 Schauder 基. 

证设工=(:^，:^，…，心，…） GC 。， 则对 V £〉0，3 NG N ， 使得 
\^ n I (V n ^ AO , 从而 

A =1 

H v/ 

IIX— ，工 2 ， … ，工 ” ， 0 ， 0，… ） II = II (0 ， 0 ， … ， OyX n+1 ，工 ”+2，… ） II = \ X k 

4 

从此 U 形等式-不等式串的两端即知 

工=公工《汐 (”' 


(5) 

( 6 ) 


进一步证明表示系数的唯一性•事实上，设 Z = S yn s ' n) ^则对 

n=l 

V £>0, 3 N 19 N 2 e N， 使得 


A = 

< 

x - i>，) 

*=i 

n 

\ = 

X 

x- 办， 

k=i 


< 


e 


< I ， 


现在当时，即有 


V n > N” 

V n > N 2 . 
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n 


2 (a — ：vW 


k 


(x - Y ^ x k & 

k =\ 


( X ~ 2 % 广) ^ < 

k=l j 


从此 u 形等式-不等式串的两端即知 


n 


2 ^ X k ~ yk)^ < V n ^ max}^!，^} 


k 


再注意到 


2 ( 工 * _ 3 / a)^ <A) ~ 


yif ^ 2 — : y 2 , …，及 —义， …）， 


便有 




N (^1—^1 ，工 2 一力，…，工 《 — X * 


n 

)11= 2 ^ x k — yk ^ 

fl k=l 


从此 U 形等式-不等式串的两端即知 y „= x „. 

例 12设是 Banach 空间,5= { x^：^T \ || j :|| = 1 }. 求证 

(1) 如果:?^©(，），111£{|17^||} = 0，那么沒€^^ 

x^S 

(2) 如果： re ®( D \ Fd )， 那么沒 ei ^ y . 

证 （1) 因为 infUT^rllhO, 所以对 V «，3 使得 

xes 

0 < 1|Tj ： w || < —. 

n 

又因为: re ® (免），所以3 {：0，使得{了：0收敛.由 


0<|| T ^||<- 


即知 


l|Tx w || — 0=^Tx n 6=^d € T(5). 

k k 

(2) 用反证法.假设踣穴万，由第 (1) 小题，即知 

inf{||T^||} >0. 

x^S 
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对 ㈣ ，因为 tff ^， 所以 


\ Tx \ 



>inf{||7\r||}, 

xes 


从而 

\\Tx\\ >inf{||Tx||} |k||, V x 6 免 

: ces 

因此 jR ( 7 ") 在 I 中是闭集.事实上， i 己 w = inf {|| 7"：dl 丨 ， 设 Tx^ybv-^ 
°°)，则有 { TzJ 是基本列.由 

\\T(x n — x m ) || > m \\x n — x m \\ 

即知 UJ 是基本列.因为^是 Banach 空间，所以是收敛列•设 
x „-^ r (/ z -^ oo )， 由 T 7 的连续性，有 7\ r (/ i — °°)，联合 


Tx 

Tx 


n 

♦Tx 


y—Tx^RiT^). 


这就证明了及 cr ) 在，中是闭集，从而 尺 CT) 是 b 空间. 将: r 看做 

的映射，便是满射.根据第二章§ 3定理 7( 开映像定理），: r 
是开映射.因此，根据第二章§3命题6, 3 5>0,使得 

U(d 9 S) [T(B(0 ， m，，" (1) 

其中表示及 cr ) 中以 0 为中心，以 s 为半径的 开球. 

进一步，对及 cn 中的任意有界集 X ，3 M >0, 使得 

KCU(0 ， MS). (2) 

因为： T 是线性算子，所以由 （1) ，有 

⑽， M8) C (3) 

联合(2)，（3)式，即知 . 

K 匚 (4) 


因为 T 66(^) ，所以: TCB (0， M )) 列紧，从而完全 有界. 因此根据 (4) ， 
K 也完全有界，于是 K 是列紧集.再根据第一章§ 4推论 15, dim ^( T ) 
<oo. 这与矛盾.这矛盾表明 ^67X5). 

例13 求证： e (/ 2 ) 与/ 2 等距 同构. 

证对 V ，…） G1 2 , 定义 T y eWU 2 ) 为 



Oi ， *r 2 , …）， 
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def 


其中 


( i ， o , o , …） ez 2 . 因为 t ; 是秩 l 算子，所以 

八 e 6(/ 2 ), 


并且^ ^ r y 是一个线性映射.应用不等式 


l | T>l 


Yj x ny n < HI bll ^ 


我们得到 


IITJI =sup^j^<bll. 

x-^9 I 工 I 


又若取 2= {工„} = {： y „} ，则有 


| T ^|| 


XI yny n = 2 l ^» l 2 = IU 2 , 


由此可见， 


T y \ 


sup 

x^e || 工丨 


\x\ 


bii . 


联合 (1)，（2) 两式即得 


II7J = W. 


于是 6(/ 2 ) 与 / 2 等距同构. 


( 1 ) 


( 2 ) 


§ 2 Riesz-Fredholm 理论 

基本内容 

\ 

记号 

r def 

对 v re ^( T )— t (^) , 

def 丨 、 

N(T)=— Ue^lTsc = 6). 

对任意的 Md ^ r 9 Ncz ^ r \ 

def 

丄 m — {/e f \( f 9 sc > = o (v ^ e m )}， 

def 

iv 丄一 {x e ^ r \( J ， x ) = o (v / e m ). 

又若 /e 满足〈/，1〉=0，便简单地记做/丄二 
记： r =/— a ， 其中 
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A : : r ⑴卜今 I KQ 9 s ) x { s)dsf 

Jo 

而尺 o ^) ec ([ o ， i ] x [ o ， i ]) •由 r 的定义可得一些重要结论. 

重要结论 

引理 1若: rey (^)， 则 

RCT) = iVCT")- 1 , RCT *) =丄 ivcr). 

定义 2 称: read ) 是闭值域算子，是指 

R ( T ) = RXT ), 

定理 3 若 Aeec ^)， 则：是闭值域算子 • 

推论 4 若儿则 

RCn = N(n L ， RiT *) =丄 iV(T). 

定理5 ，其中 < xC 4) 表示 A 的谱集 • 

定理6若 ag €(，）， r = j — a ， 则 

NdT ) = { e) ㈡ EXT 、 = 

定义 7 设 MCZf 是一个闭线性子空间，称 

, • def , 

codimM — dim ( 没 VM) 

为 M 的余 维数. 

引理8 设 Md ^ r 是一个闭线性子空间，那么 ( y/Mr 
引理 9 若4€©(，），了=了—儿则 

codimM (T) < dimiV(T). 

定理 io 若 Aee (，），: r =/ —儿则 

(1) NCT ) = { e }^ R ( T )=^-, 

(2) OaCT *); 

(3) dimiV(T) = dimiV(T # ) < oo. 

(4) Rcn=Ncr 分， 

(5) codimi?(T) = dimA^(T). 


典型例题精解 

例 1 设贫'是 5 空间， MCZ ^ 是一个闭线性子空间， codimM = 
n ， 求证：存在线性无关集{只}: =1 ，使得 
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袅 =1 

证 codimM = n=^dim=n. 设 [Q]， …， [e n ] 是 dim(^V 
M) 上的一组基，由第二章 §4 例4, 3 使得 

%([^]) = ^jk = 1 . ,,(々= 1""， W )， 

10 ， j ^ k 

由&产生只如下： 

def 〜 ^ q 

矜 (X) — %([x]) (V ^ 6 ^). 

下面首先证明{只}〗 =1 是线性无关的.事实上，若= 0,那么 

k =\ 

V 文 € 义，有 

n n 

0 = 2 ⑽(工） ([ 工 ])• 
k=l k=l 

在上式中，代入 [•!：] = [〜]+# (^=1，…， n)， 因为 ^(M) = 0,^([^]) 
= 心，所以 


n 


0 = 2 C k^jk = ^ c j ^ 0 (j = 1 ，•"，/!)• 


k 


n 


n 


其次证 M-f| 紙 事实上 ，M〔 n AK 只)是显然的.反之，若工 

k=\ k=l 


n 


e f|iv (只），那么 


*=i 


n 


•r G 门价菸) 


k=\ 


n 


Me f | iv ④ 


A =1 


<p k (xy = Q(k = ]_，•••， w )^^9^([: c ]) = 0(々=1 ， •••， w ) 

从此 u 形推理串的两端即知 

^([•r]) = 0 (k = 1 ， …， /!)• 


( 1 ) 


n 


设 [z] = 由 （l) 式知 


n 


n 


n 


0 = ^ 2~[~] = 



S c A 


k 


b 
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ik = 1，… ， w ). 

由此推出 

令 

- q 4 =…== 0, 

故有 ， 

[工] — \_9~\=^x G M, 

例2 设^是 B 空间， M ，， iV 2 都是％的闭线性子空间，如果 
M ㊉㊉ iV 2 ，求证：乂和 iV 2 同胚. 

证 只 需证： 如果免=舯©斤，从门#={以，则斤与贫7“同 
胚•、为此考虑: T : N— 孕 T/M ， Tx=lx]M : c 6 iV •了线性 显然. 进一步 

j 

证明下述四个 结论： 

a) 证了是单射.这就是要证，若 Ieiv，7^= 心则有 x = e . 事实 
上，对 ：GiV， 

Tx = [_x~\ = G M. 

r . '沪 

联合 

isc e n 

\ =^x ^ M C\ N = {6}^^x — d. 

\x M 

⑵证了是满射•这就是要证，对 v [: c]e^/M， 存在 ：^eiv， 使 

事实上，对任意给定的 Dr ] e 沒 7 M ， 任取 : c e [: c ] ，因为 
^= M ® iV ，MniV= W} ，对 z 进行直和分解： 

；\ ^ 

00 — 工 M ， ^ N ， Xj^f ^ A / ， 

注意到 e O m ] = [0] ，故有 

» . 

[>]= [_ x n ~\^ Tx n = Ow ] = [>]• 

(3) 证了有界•事实上， 

\\Tx\\ = II Mil < Ikll ，"i x ^ N. 

(4) 因为 iV， 贫 7M 都是 B 空间，所以根据逆算子定理，有 

T" 1 6 Y(^7M ， A0. 

例 3设 Aes(，），:r=j— a ， 求证： 

(1) v M6，/ akt )，3 : r c e[x]， 使得 s 

ll^oll = ; 

(2) 若使方程 Tx = y 有解，则其中必有一个解达到范数 
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最小 • 


证⑴ v [ def / ivcn ， 因为 

||[*r]|| = inf ||乂 || = pOr ， NCT ))， V ^ G [ 工]， 

y € M 

由定理 10(3) dimWXoo , 故存在 ^ eiVCT )， 使得 

p(x,N(T)) = \\x — z 0 \\. 

令— [ x ]， 便有 IUJ = || [ j :]||. 

(2) 若 x 是 = y 的解，则 [: r]=x + 7 V (： T ) 都是 = j 解. 由第 
(1)小题，存在1。€[ > 2：]，使得， 



II Mil 


inf \\x r || , 

^ 6 [^ c ] 


即 a 是达到这个解集合中的范数最小者. 


例4设 Ae6(，）， 且了二/— A， 对V 々e N， 求证： 

(1) iVCT) 有穷维； （2) 及(尸)是闭的. 

证 （1) 由本节定理10(3)，对々 = 1，结论 正确; 对々>1，根据第四 
章§ 1命题2的（6)，/66(^)，故有 

k k \ 

T k = (I - A) k = I - \ . (- I/- 1 / = 1 — 紧 算子. 

、 卜山 1 v - ' 

e® (幻 

再由定理 10(3)，iV(7^) 是有限 维的. 

(2) 由本节定理3,对々 = 1，结论正确.对々>1，根据第四章§ 1命 
题2的(6)，/66(，），故有 

T k = (I - A) k = 1 - (- 1 广 1 /= J —紧 算子. 

，山 V - ， 

e© (幻 

再由本节定理3,及 (T) 闭. 

例5设 M 是 B 空间％ 的闭线性子空间，称满足尸 2 =尸(幂等 
性)的由I到 M 上的一个有界线性算子 P 为由％到 M 上的投影算 
子. 求证： 

(1) 若 M 是 f 的有穷维线性子空间，则必存在由 f 到 M 上的 
投影算子； 

(2) 若尸是由^到闭线性子空间 M 上的投影算子，则 J 一 P 是 
由％到及 ( J— 尸)上的投影算子 ； 
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(3) 若 P 是由 I 到 M 上的投影算子，则沒 r = M ㊉ W ， 其中 ； V = 

证 （1) 设{七，：^，…，2„}是 M 的一个基，根据第二章§ 4：例4, 
3 / 〆 ••，/„€，<，使得 

= dij ( i，j = 1，2，•••，”）• 

n 

令 P ••工 \-^Px = 2 则有 

k=\ 

Pxj = Xj (j = 1 ， 2 ，… ，”） ， 

\\Px\\ < ( 2 ll/JI lUJljlkll. 

k=l 

由此可见，尸 

进一步要证明 p ^ = M . 一方面，尸 aciM 是显 然的. 另一方面， 
还需证明 MdP ^ r . 事实上， 

^ X M X = Px G 


n n n 

X = 2 a h x h ^Px =^ a k P { x k ) = ^ a k x k = x 

k=^\ k=l k=l 

从此 u 形推理串的两端即知 MdP ^ r . 

现在，有了 = 的幂等性就容易证 明了. 事实上 ，V ze 

n 

义，因为尸 zeM ， 所以尸工= X ) 9 于是 

k = l 

P 2 x Px 

n n 

PPx = 2 fi k P ( x k ) = 2 ^ k x k 

k= 1 A = 1 

从此 U 形等式串的两端即知 P 2 x = Px . 

综上所述即知 P 是由^到 M 上的投影算子 • 

(2) 已知尸 2 =尸， p 贫要证 i - p 是由^到尺 a — 尸）上的 

投影算子，就是要证 

(/ _ P ) 2 = / - p, U — P)^ = R(I ― p). 
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首先 (/— 尸 ) 2 = J -2 尸 +尸 2 — I-P ； 

其次证 a — 尸 )，= 及 (/— 尸）. 一 方面， 

(I - CLRHI — 尸） 

是显然的.另一方面， 

V R(I—P) oc= (I—P)x 

I t 

彐 * r 0 ，使得尤 = (I—P)x 0 =^(I—P')x= (/— 尸 ） 2 工 0 = 

从此 U 形推理串的两端即知 R(I — P ) Cl ( J—m 
综合以上两方面即知 

R(I - P ) = (/ - 尸 ）1. 

(3) 分解 一 尸)工，其中尸且 

(/ - P)x e R(I - P) = N. 

又如果: ceMAiv ， 则 

x G M^^Px = x\ 八 

\=^x = e. 

x ^ N=^ (/ — P)x = x I 

故有 贫 ㊉ JV ， 其中 N=R(J-P)- 

例 6 若^ 是万 空间， MC ：^ 是闭线性子空间， 求证： 

(1) 若 dim ( 贫 7M) <oo, 则 3 iV 匚，， dimiV<oo , 使得 N 兰 
沒 7M ， 且义 

(2) 若 dimM < oo , 则 

3f!M 兰 RiJ -P M ) 且， = M ㊉ 及 （J — Pm). 

证 （1) 若 dim (!7 M )= w ， 设 OJ ，…，|>„] 是贫 7 M 上的一组 
基，任取 、 

x k 6 [_oo k ~] (k = 1 ， 2 广-，”）， 

则 {☆} 线性无关.事实上，若 

驀 

c l x l + c 2> r 2 + …+ c n x n = d, 

则有 + c 2> r 2 + …+ c n x n ~\ = [没]， 

即 ql > i ] + c 2 [_x 2 ~] + ••- + c n \_x n ~] = [^]. 

因为 [ A ] ，…， [ A ] 是 上的 一组基，所以 
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C 1 = C 2 = … = c n = 0. 


又因为 [々] 关 [6 G ， 所以 

x k ^ M (k = 1，2,…， w ). 

于是，若令 A ^ span ^ ，: c 2 ，" •，: c „} ，则有 NC \ M = { 6 }. 
下证沒 7 M . 令 


n 


n 


是 =1 k = \ 


则有 


T 


^ /M=span{Oi] ， Dr 2 ] ， … ， [a] } 


I 

A^=span 


{xi 9 X Z 


，- 1 


r 的连 续性： 由 l | rr || = llDr ]||<| U || 得出 r 是连续算子 
r 是 单射： 

rr = 0=^ [_x] = [_6~\=^x 6iVf| M=^x=d. 

r 是满射 •• V Dr ] = 6 f / M ， 


k 


T 


n 


2 a k X k = [工]. 
k^l 


eN 


根据逆算子定理， r _1 存在连续，故 
进一步，令尸: c 6，）， 则有 






工 k 


n 


对 V , [ x ] = 


k 


n 


Px = T^ l] ix]= a k x k G N, 


由 （1) 式，有 


k=i 


P 2 x 


Px 


n 


n 


Y ^ a k px k = Yj a k x k 

^=1 k=i 

从此 U 形等式串的两端即知尸是幂等算子.又显然 RCP ) 
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，… ，工 《} 


( 1 ) 


iV , 故尸 



为由％ 到 TV 上的投影算子.下面改写 P=P N . 于是 N=R(J \) •又 

x ^ M x ^ R (Z — P jy) 


[x] = = r -1 [x] = d<^ (/ — P n )jo = x 

从此 U 形推理串的两端即知 M=RXI-P n \ 于是，由例 5(3) 知 

l = R(P N ) ㊉ R(I — P n ) =iV ㊉ M. 

(2) 只要将 (1) 中的淡 7M 与 M 互换即可 得证. 

例 7若^是5空间，了= J— 山则在代数与拓扑同 
构意义下，有 

iVCT) ㊉ ^ r / NCT ) =，= R ( T) ㊉ ^/ R ( T ). 

证因为乂€(5(义），了 = / —炱，所以，由本节定理 10(3), 
dimAKTXcxD; 并由本节定理 3, 及 ( T ) 闭•进一步，有 

6 im ^/ R ( T ) oo 


V 


codimi^(T) 


本节定理 10(5) 


dimiV(T) 


从此 U 形等式-不等式串的两端即知 


dim 贫 7 沢 ( 了 ）< oo. 

于是，在例 6(1) 中，令 M=i^(T)， 便有 

= 沢（了 ）㊉ f /^( T 7 ). 

在例 6(2) 中，令 M=iV(T)， 便有 

^ = iVCT) ㊉ ^/iV(T). 

例8 如果从是5 # 空间 免的闭子空间， 求证： 

- L ( M x ) = M . 

证根据 Mm 1 ) 的定义， 

x 6 丄 (M 丄 )<^ 〈 / ，工 > = 0 (V / G M 丄 ). 

一 方面，V •r6M，/eM ± ，都有〈/，1>=0,因此 MS 丄 (M 丄X 
另一方面，要证 i(Mi)£M， 只要证 

v X! e $ Hm 1 -). 

事实上，任意给定 e ^r\M. 因为 m 是^的闭子空间，所以 
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def 


d(x 1 ， M) 


inf \\x l — z\\ > 0* 

z^：M 


檨据第二章 § 4 定理6,存在 沒 T ，使得 


/(工1) = d ( x 1 , M ) , 

叫 I/ll = 1 ， 

、/(工）= 0 (V 工6 M) ， 即 / G M 丄. 

因为 x l ^ ± ( M ± ). 

综合以上两方面得到 

丄 ( M 丄）= M . 

例9如果 SC ： 免， M 是由 S 张成的闭子空间， 求证： M ± = S ± , 

并且 

证因为 M 闭，据例8,本题第二个论断 M = iGSi )， 是第一个论 
断的结果. 

至于第一个论断，一方面，因为 SSM ， 所以显然有 

M 丄 G 5 - 1 . 


另一方面，如果/€#，那么 

(/ jx ) — 0 , y x ^ s . 

对 V ^ GM ， 因为 M 是由 S 张成的闭子空间，所以3 使得 

工，于是，由/的连续性，令 W — 00， 

(f^x n ) = 0=^(f ,x) = 0=^f G 

故有 

综合以上两方面得到 M ± = S ± . 

例 io 设免，夕是 f 空间，:求证： r ( t ) = 
ivcr ) i 的充分必要条件是 am 在沙 中闭. 

证首先我们证明丄尺 cr )= ivcr *) •事实上， 

/ e 丄 r(t) / e n(t^) 


ifyTx) = ocv = o(v 

从此 u 形推理串的两端即知丄尺 cr )= ivcr ). 

进一步，若尺(了)在欲中闭，在例8中取 m ^^ rct )， 则有 


220 




[丄 及 （:0]丄= Ren . 

反过来，若及(了）=#0^)1，则有 

Wn = [ ± ^(T)]- L = Nn 

故有 ^(T)=^(T),BP R(T ) 在 ％ 中闭 • 

例11 设贫' ，少是 Banach 空间 ，: T6 义 (免，欲）， 沢(了） 在％ 中 
闭•求 证： 尺 CT )=丄#(了）. 

证首先证明 RcmciNCT ). 这就是说，对任意给定的 /e 

RCT *) ，要证明该 /e L Nm ，就是要证 

{ f ， x 、 = 0，V ^ G A^(T). (1) 

事实上，对该 /e 及 cr)， 按定义，3 /ef ，挺得: ry =/•所以对 

V zG W)， 有7^=0,从而 

〈/，工〉 0 

II II 

(T*y* f x)=(y* ， Tx) 

从此 U 形等式串的两端即知 （1) 式成立 • • 

反过来，要证明丄 akt ) ci 及 （n 为此，任取/ e 丄 ivcn， 作 

尺 cn 上的线性泛函 

r*(y) = x*(x) (当: y = 7^ 时）， 

则 r*(3；) 的值是唯一确 定的. 事实上，当3^没时，因为3^了工，所以^ = 
没，即 xeNCT ). 而工* G 丄 W) ，故工*(工） = 0. 这表明 r*(3；) 在 y = 没的 

值是唯一确定的，因此在任何点处的值也唯一 确定. 

下面证明 ，在及 (了)上是有 界的. 事实上，V z ^ NCT ), 

r*Cy) = x*(x) = x*{x — z)=^ \r*(y) | ^ ||x # || \\x — z\\ , 

两边对 zGiV (了)取下确界，即知 

| ， ( 3 ；)| < IkNI d(x 9 NCT)). (2) 

进一步，因为尺 CO 闭，根据第二章§ 3例14(3)，3 a>0, 使得 

j 

dix ， N(T、）Ka \\Tx\\ = a bll. (3) 

联合 (1) ， （2) 式即得 

\r* (^) I ^ ^ W x * II II^H- 

这样，我们便证明了，是子空间尺 CO 上的有界线性 泛函. 


221 





根据 Hahn - Banach 定理，可将 〆 延拓到整个空间淡上.用/表 
示延拓后的泛函，则3^ W ，且满足 


yTx) = x^(x) ^ V ^^ (4) 

由共轭算子的定义，有 

(y\Tx) = {T*y* ,x) , V (5) 

联合 (4)，（5) 式即得 

(T*y* 9 x) ― x*(x ) 9 V 
故/ = r ^ v ，也就是/ e 沢 cr )• 


§3 紧算子的谱理论 (Riesz-Schauder 理论 ) 


基本内容 


紧算子的谱 

定理 1设则 

(1) OGcKZ )， 除非 dim «^< oo ; 

(2) cr (^4)\{0} = ^(^4) X (0} ； 

(3) 心 G 4) 至多以0为聚点. 

注 由此定理可知，对于无穷维5空间上的紧算子 A ， 只有三种 
可能 情形： 

(1) cf ( A ) = {0} ? 

(2) a { A )= {0, A 1 , A 2 ,'-*, A M } ； 

(3) a { A )= {0，/^，/ l 2 ，…， } ，其中 A „—0. 

不变子空间 

定义 2 设！'是一个 5 空间，^4€70^)，藶(=货'是一个线性 
子空间， M 称为 d 的不变子空间 ，是指 A ( M )( ZM . 

命题 3设 ^ 是一个万空间， a e 7 d ) ， 则 

(1) 和^是 A 的不变子空间(平 凡）； 

(2) M 是 A 的不变子空间是 A 的不变子 空间； 

(3) 如果即 A 是 A 的本征值，则 JVUJ — 4) 是 A 的不变 
子空间； 
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del 

(4) 对 V : yG ，设是任一^多项式 ， P (^4)5 ，则 Ay 是 
A 的不变子空间. 

定理4如果 diml >2, 则对必有非平凡的不变 
子空间. 


紧算子的结构 

定理5存在非负整数，使得 ，= ivcr ) ㊉ 及 CTO, 并且:^ 

Hef 

— T \ 有线性有界逆算子 • 

定义6称使得#(尸）=#(7^ +1 )成立的最小整数为零链长， 
记为 f(T); 称使得尺(尸）=及(尸 +1 )成立的最小整数 g 为像链长，记为 
qCT ). 

定理7若 了 = / 一， 则 p ^ q < oo ( p, q 见定义 6). 

典型例题精解 


例1给定数列 { a „} r =1 ，在空间 ，上定 义算子 A 如下： 

a ( x 19 x 2 ,*^) = (七七，< 2 2 工 2 ，…）， y x = (^，工”…）6广 

求证： a) AewG 1 ) 的充分必要条件是 supki <^oo • 

n^l 

(2) 的充分必要条件是 infk |>0; 

w^l 

(3) 的充分必要条件是 lim <2„ = 0. 

72—00 

证 CD 先证充分性•事实上，一方面，因为 


所以 


\\ Ax \\ = V \ a k x k \ < sup|aj \\ x \\ , 

k^i n > 1 

Mil < sup | a M |. 

n^l 


另一方面，取 

^ (M) — (o,-,oa,o,o,-) e i\ lim = 1 ， 


则有 \\ A \\ > \\ Ad Cn) \\ = \ a n \ = …）， 

所以 IUII>sup \ a n \. 

w^l 

综合以上两方面，即得11川1 = sup |<2 n I . 

n^l 

再证必要性.用反证法.假定 sup | a n I = 00 ,要证为此 
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只需证明 lUxll 在 z 1 的单位球上无界•事实上，取 


d 


00 


def 




(o,o,oa,o,o,-) e i\ ll^ n) ll = l, 


则有 


|| 乂汐 °°|| = |<2„丨 O = 1,2,…）， 

sup llArll > = |a„|. 

II ^ II =1 

两端对; 2 取上确界，即知 

sup ^ sup \ a n \ = oo. 

II ^ II == 1 n^l 

由此可见， lUdl 在广的单位球上无界.这与 

(2) 先证充分性.事实上，因为 inf UJ >0 ， 所以 

72^1 


f \ a n \ > 0 (n = 1，2, …）. 

在空间 Z 1 上定义算子5 如下： 


B { x x jX 2 1 •••) = ( a ^ 1 x 19 a ^ 1 j： 2f ^O f 
V 工 =( XpA ， … ）6 广， 


则显然 AB=BA = IMA 


-i 




B . 根据第 （1) 小题， 


||A"* 1 || = \\ B \\ = sup \ a n 

n^l 


-1 




故， 1 有界. 

再证必要性•事实上，若 ^ r 1 存在且有界，则 3 m >0, 使得 

\\ Ax \\ ^ m IUII , y X ^ I 1 , 

特别对 


“、 def f -- s 

扣）一（ 0,… ， o ， i ， o,o, …） e z 1 ， 


11^11 


有 


\\ AS M \\^ m \\ d in) \\ 9 


即 


a n | > m(n = 1,2, 


• • 


inf |aj > 0, 

n^l 


(3) 先证充分性， B 卩假定 lima „ = 0, 要证 AG ®( Z 1 ) 


n- 


证法 1 对 V W 6 N ， 定义算子儿 如下: 
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，《 z 2 ， …） = (<3^1 ， <2 2 工 2 ，…， a ” 工 n ， 0，0 ， ••• ） ， 

' ^ r 
y x = (x 19 x 2 , •••) G l 1 • 


显然钆为广 〆 1 中的有穷秩算子，故为紧算子 • 
又因为 = 所以对V €>0,3 JV， 使得 

n—oo 

| aJ < e , ^ n> N. 

故当 w>iV 时，对 V 有 

\A n x — Ax\\ e \\x\\ 



从此 U 形等式 r 不等式串的两端即知 

\\ A n — A \\ 〈 e ， 

即 lim || 凡一川 I = 0，所以 

W—OO 

证法2因为 lim < 2 rt = 0，所以 sup | < 2 」;令 

n—*-oo n^\ 

M = max { l，sup \ a n \) ^ 

n^l 

并对 V e >0,3 iV ， 使得当 ” > iV 时， 


a 


n 


< 


e 


2 M m 


因为有限维空间中的闭单位球是紧集，所以 


S 


def 


x = ^ c 2 , … ，〜， 0,0 ,…） 


—V- 

N 个 

e 


N 


2 1^1 ^ 1 


是 =1 


是紧集，故 *5 上必存在有限^网，设之为 

⑴ —’ 一⑴，工 $•) ， … ，工 ^) ,0,0 , …)， i = l ，2，."，m 


X 


(jOi 




则有 


m 


S (Z \JB X 


(O 6 


/ =i 


， 2MJ 


下面证明 
Ar (0 




(Arr'Ar?) ， … ， ArS) ， 0,0 , …） (i = 1 ， 2, 


• • • 


m 
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是 AB 0?，1) 的有限 e 网，即 


WWW 

心 1) 匚 


J = 1 


事实上， 


x (5) = (5，々，••• ，: Cat ，0，()，•••） ， 




则 W 5, 并且 


Ax — ylx ⑴ 


S 

k=N+\ 


\ a kXk \ < k ^ p + \ a k \ 


< 


€ < ^丄 

2 M ^ T # 


进一步，对此 i (5) ，3 x ( °( l « m )， 使得 


( 1 ) 


从而 


II 


x 


( 5 ) 


X 


(O 


II < 


e 


2M ， 


||Ar w — Ar (l) || < M Ik ⑴一 x co \\ < y. (2) 

联合 (1)，（2) 式即得 

\\Ax — Ar(°|| < \\Ax — Ar( 5 )|| + ||Ar( 5 ) — Ax 0) || < y + y = e. 


故心 1) 为 Z 1 中的列紧集，即 A 为紧算子. 

再证必要性.这就是要证，如果 A 为紧算子，那么 

lima n = 0. 

n—oo 

用反 证法. 如果 lima /0, 则3 £。>0及 UJ 的子序列{<2„ } ，使得 |a 

托一 oo ^ ^ 

•令 

, \个 、 

^ e n = (0,…，0，1，0,0，".）6 Z 1 ， 

k 

则 {&} 为厂中的有界点列，但是 

k 

II Ae — Ae n k .\\ =" ( I J 2 + \ a n \ 2> > 2 ^ ^0 > 0 9 ^ k L 

k k+l K 及十 Z 

因此 } 没有基本列，从而没有收敛列，于是 A 不是紧算子，矛盾•这 

k 

说明 A 为紧算子，必有 lima n = 0. 

n-^oo 
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例 2 在空间上定义算子 A 如下： 

I I I \ 

Mx 19 x 2 ,j : 39 — ) = ^x 1 ,—x 29 —x 3 ,--J , v x=(x l 9 x 29 x 39 — )^l\ 

求 cG 4)， 并判别谱点类型. 

解 （1) 根据例1中 (3) 即知， aeGG 1 )， 再根据本节定理1，则有 

0 e 心). 

我们进一步判定 oe 〜 u ). 事实上，从 


A(x iy x 29 x 3 y^O 


X 


\ r 2 ， 


0, 


即知 


工々 = 0 ( 々 =1 ， 2，".）=^:c = ()• 

故 z _1 存在. 

进一步，要证及 04) 关免，用反 证法. 如果及 G 4) ，又 I 1 存 
在，根据逆算子定理 M — 1 有界，但是根据例1 (2 )，inf | 丄 

w^l \ Tl ) 

界，矛盾. 


最后，还要证尺 ( A )=^ •令 

S = ( j ： = (工 ! ，工 2 , …，工 ^ O ，。， …） | V ” G N } ， 

v * 

W 个 

显然5是 Z 1 的一个稠密子集，并且 V : y = (： yi ，： y 2, …， ： y rt ，0,0, …）65, 

、 - y 

方程 Ax = y 有解 

工= ( Adw •，” x ，0,0, …）， 

、 / 

W 个 

所以 sczi ^ u ) ， 故 RiA )=^ r . 

(2) 当 A = 丄时，取 

n 

J X ' — ^ — 、 

( x def ^ , 

3(”) 一 （ () ， ••• ， o ， i ， o,o, …） e i\ 

满足 


丄了一 A ) d M = d , d in) ^ e . 

\ n / 

由此可见，心 G 4) (” = 1，2, …）. 

n p 

(3) 由 Ar = Ao ： C 2：^^) ，得 ( A /— ⑷工二 沒，即 
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(A7 — I (A — l)x lf X — 工 2 ，’“, = 

如果 A 关1，则有 

n 

x A = 0 (k = 1,2 ,= 6 . 

即当 A 关丄时， iV ( AJ — 乂）={沒}. 

n 

进一步，当 时，由 V { jyjG / 1 ， 有 

n 

(A7 — A)(x 1 jx 2 r mt ) = ( ： Vi ，： y2 , …）， 




=^ x n = - (n = 1，2,…） • 

A -— 

n 

由此可见，及 ( a /— a ) 二/ 1 . * 

更进一步，从 

1 1 
A — — x n = y n A#— ，义古0 
n } \ n 

即知 

inf A —丄 =lim A —丄 =| A| > 0, 

n^l Tl w—oo Tl 

根据例 1(2) 可知，当 A 关 i，A 关 0 时， （AJ —^厂 1 有界，故有 AGKA ). 

n 

例3空间 z 1 上定义算子: r 如下： 

li ) 

T ( x 19 x 2 , x S9 ^0 = 0 9 x 19 — x 2 ,- j - x 3 r mm J 9 

y X = Cx i yX 2 ,X 3 y m, *) G l l • 

求证： ( 7 ( T ) = < 7 r ( T )= {0}. 

证设 K 是空间厂上的右推移算子， A 是例 2 中定义的算子.因 
为 iCe 父 WhAGSG 1 )， 所以，根据第四章§ 1命题2(6)，有 : T = i ^4 
eew 1 ) .再根据本节定理 i ( i )， 有 oeacr). 又因为 
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0=^sc n — 0(n = 


l ， 2，."）=^：r = 汐， 


所以 0$ 心 cr ). 

再注意到，对 V : re / 1 ，:^ 的第一个坐标 ( t ^ o ^ o , 所以 R(m 
z 1 ， 故 oe 〜 cn . 

进一步考查 A 关 0. 如果 Ae a ( T ) ，根据本节定理 1(2) 有 AG ^( T ), 
那么必3 



( 0 9 x 19 ^- x 29 ^ x 39 *^j = >•••). 

(1) 

因为 At ^ O , 所以 



Xx x = 0 : =^ x 1 = 0. 

(2) 

此外，由 （1) 式还可推得递推 公式： 



^ n+l = ( n = 1，2,…）. 

(3) 


联合(2)，（3)式即得 

x n = 0 (n = 1 ， 2 ， 3 ， …=汐. 

由此可见 A $\ CT )， 也因此夂：0=1(：0 = {0}. 

例4在 C [0，1] 中，考虑映射 

T : x(0 1— ^ :r(5)d5 ， V xit) GC[0,l]. 

Jo 

(1) 求证： 了是紧算子； 

(2) 求 cj ( T ) AT 的一个非平凡的闭不变子空间. 
证 （1) 我们将 


改 写成: 


其中 


T : x(0 1— ^ x 

J 0 


( s)dsf 


v xdoecioA'] 


Tx 


k(s f t)x(s)ds f 

0 


k(s 9 t)= 


II ， 

lo , 


0 ^ s ^ t ^ 1 9 
0 ^ t <C s ^ 1. 


此时存在 io ， rtec ([ o ， i ] x [ o ， i ])， 使得 
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L 2 

kJ^X - ^k(s 9 t). 


对尺 


X 


k n ( sa ) x ( s ) ds , 7； ee ( c [ o ， i ])， 有 


0 


\\T n x - Tx\\ 


2 


0 


^1 


Jo 

md 


r*l 


(k n (x ， t) — k(s ^t)x(s)ds) 


0 


2 


rl 

OJ 


ck<||x[| 2 \k n (s,t) — 


o 


由此可见，了„忒了，从而 7^ S ( C [0， l ]). 

解 （2) 考虑及 CT )， 根据: Tr 定义，有 

R ( T ) = { y (0 G 0[0，1] |： y (0) = 0} ， 
Tx = 0 =^x = 0=>" 彐 T 一 1 • 


又 


$ R(T)=^0 e ^r(T )； 


Tx 


T 2 x 


rt 


x(s)ds j 


0 

rt 

0 

rt 

0 


du 


ru 


x(s)ds 


0 


rt 


rt 


x(s)ds 


o 


du 


it — s)x(s)ds f 


T 2 x 


rt 


(t — s)x(s)ds 


0 


rt 


du 


o 


ru 


x(s)ds 


0 


rt 


x(s)ds 


0 


rt 


du 


由上述 U 形等式串及数学归纳法得 


T n x 


| T ^||< 


< 


(^ — 1)!. 


rt 


(t — s) n ~ 1 x( < s)ds f 


0 


max 


(« - D ! ；6[0；1] 


rt 


(t — 5) w_ \z(5)dy 


0 


(n — l)\ 


\\x\\=^\\T n \\ < 


(n — r )! 
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k(s 1 2 dsdt 




故有 


lim \\T n V = 0=^(J(T) - {0}, aCJ') = a r (T) = {0}. 

n—►oo 

最后，设 p [ o ， i ] 是 [0, l ] 上的多项式全体，它显然是: r 的一个非 
平凡的闭不变子空间. 

例5设 *2：。6免 ，/G 贫 '* ，满足〈/，0：。>= : 1，令^4 = 0： () 0/，并且 
了=了一山求 r 的零链长户. 

解注意到 

A = x 0 ^) f<^Ax = (f,x)x 09 A G , x G 

一 方面， 

Tx = (f — A)x = x — (f 9 x)x 0 = d=^x = (f,x)x 0 = {.r 0 }. 

另一方面，因为 Ar c = 〈/，0：。>0：。=0：。，所以 

oo G {jo 0 }=^x =j kx 0 =^Tx = (/ — A)kx = 0 9 

故有 iV (70= U 。}. 

又因为 

A 2 x = {f 9 x ) Ax 0 = {f jx)x Q = Ax j 

所以 

T 2 x = (/ — 2A + A 2 )x = (/ — A)x = Tx, 

由此即知 

NCT ) = N ( T 2 )=^p = 1. 

例 6 设 a ，％ 是两个5空间 ，: re ％)是 满射. 定义 

沒 7 iV (70— % 如下： 

fix'] = Tx (v M e ^r/N(j )，v 工 e M ). 

求证： T 是线性同胚映# f . 

证显然尺 ( f ) =及(：0 ，并且 f 还是线性有界的，满足 N ( T ) 
= {[❹.由逆算子定理 (少 ，沒 wen ) •故 f 是线性同胚映 

射. 

例7设算子: rea (^). 求证： 

(1) 对于 z ，）= o ， i ，2, …， r 映 iv ( r + o 到及 ( Driivcr ) 是一个 
线性的 满射； 

(2) 对于 d = o ， i ，2, …， ivcr + ))/ ivcr ) 与及 cnnwcro 之间 
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存在一个线性同胚映射； 

(3) 设算子: T 的零链长为々，则 p < m 的充分必要条 件是： 对于 
j = l ，2, …，有 

N(T m+j )/N(T m ) = {[ 没 ]}. 

(4) 设算子了的零链长为 f ，则 p ( m 的充分必要条件是：对于 
j = l ，2, …，有 

R(T m ) fl iV(TO = {d}. 

证 a ) 对固定的 /，>， v ： reAKr +y ) ，有 

v = T^x 

d = T i+j x = T j (Tx) -- T j y=^y G N(T J ), 

故 , 

T ： xeN(T i+J )^ y eR(T)r\N(T J ). 

反过来，若 ye 及 ( r ) nwcr )， 则存在: re 义，使得 

iy = Tx 9 

\d^T j y, 

从而: rew ( r +; ) ，故 

r ： xeNCT ^^ h ^ yeRiT ^ DNCT ) 

还是一个满射. 

(2) 根据第 (1) 小题和例6,如果我们定义 

5 ： N(T +j )/N(T j )^R(T) H W )， 

通过 

5匸= T l x ， 

便建立 N{T i+i VN{T j 、与 及 V ) nW ; _) 之间的一个线性同胚映射 • 

(3) 先证： 由"（7^+，)/^(7^) = {沒}=^户<饥.用反证法，假如 
m <^， 则: T 的零链 形如： 

N(T m ), AT(T m+1 ), N(T p ) 9 

这时，对于/=1，2，."，〜（7^)是 A ^ r 7 ^) 的真子空间，即 3 xe 
#(7^ +> ) ，但是工 $"(7^) ，这样 [>] 关 [ 沒]，这与 N(T m+j )/N( ： T m ) = 
❹]}矛盾. 

再 证：由 户 < 讲令斤 (7^ + ， )/^(7^) = {[ 沒 ]}• 这时，因为 
N{T P ) = N(T p+ 4 =…= N(T m ) = N(T m+J ), 
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所以 


N ( T m + j )/ N ( T m ) = {[6 T ]}. 

(4) 联合 (2)，（3) 即得结论. 

§ 4 Hilbert-Schmidt 定理 

基本内容 

在复 Hilbert 空间上，有一类有界线性算子，它们是对称矩阵的推 
广，称为对称算子，定义 如下： 

定义 1设46父0^)，称它是 对称的 ，是指 

= (x 9 Ay) (V x,y G ,)• 

在 A G 7(#) 的前提下，对称算子又称为自 共轭算子 ，或自 伴算子. 
命题2 关于#上的对称算子，有下列基本 性质： 

(1) 为了 A 对称，必须且仅须 ( Ar ， o :) e 肥(\/邊 O ; 

(2) A 对称 =^ cr (^4) CZ M 1 ，且 II ( A / — ji 上 a | || jt || ; 

(3) 设# : 是#的一个闭不变子空间是#上的对称算子， 
则 Z | %也是^\上的对称算子； 

(4) 如果 A 对称， 

卵 / — z ) 丄 iv(，n 
也就是属于不同本征值的本征元正交； 

(5) 若4对称，贝!1||^4||=3叩 | ( Axjx ) | . 

II : II =i 

定理3 设 A 是复 Hilbert 空间#上的对称紧算子，则必有: r 。 6 

，11工 。II = 1，使得 

| (Asc 09 x 0 ) | = sup I (Ax 9 x) I , 

II ^ II =1 

并且满足 Ax 0 = Ax 09 ^^ IA | = I { Ax q , Xq ) |. 

注 如果 || Z ||= sup I ( Ax 9 x ) I = sup ( — Am )， 将会得到 

11:11 =1 It^ll =1 

一 lull 是 a 的本征值. 

定理4 设 A 是复 Hilbert 空间，上的紧对称算子，则、. 

(1) 有至多可数个不同的非零的、只可能以0为聚点的实本征值 
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{七， 乂2,… ，心 …}; 

(2) 有一组正交规范基{&々，…，^，…}，其中 A 是对应于4的本 
征元，使得 


0C = 〉: (2, A )4 ， 

i=^l 

< 

oo 

A^X =: 〉: 人■(工， 

i=l 

注 1 可以将非零本征值按绝对值递减的顺序编号，并约定本征 
值的重数是几，就把本征值接连编上几个号使之相对应着几个正交规 
范基，即排成 … ，于是 


i = l 

更确切地有 

n 

A — 2 \e { ® K+i 1—0 (w oo). 

注 2 定理 4 表明 ：对称 紧算子可以对角化，它的本征值具有极值 
性质： 

| A „| = sup I CAxyx ) I 0 = 1，2,…）， 

工丄 span {~ ，…， '—j} 

II ^ II =1 

其中 q ， C 2 ，… ，〜 _!是对应于々 ， A 2 ，…义—:的本征兀. 

定理 5( 极小极大刻画） 设 A 是 Hilbert 空间#上的紧对称算 

子，对应有本征值 

A 广 > A 2 +> … >0， 

A ~ > A 2 _ > … < 0， 


则 




= inf sup 


(Ax f j ：) 
Oc ， x ) 



. c CAxjx ) 

sup inf -7— T - 

- 1 e^xeE 1 -. y x ^ x ) 

n 一 1 


其中 瓦 I _ 1 是#的任意 n -1 维闭线性子 空间. 

推论 6若 Hilbert 空间上的两个对称紧算子儿5,满足即 


{ Ax 9 x ) ^ ( Bx f x ) (V ^ G ^0, 
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则 A/(AXA 广 CB) ()=1 ， 2,…）. 


典型例题精解 


例1设{%} D=1，2, …）满足2 k,| 2 <oo, 在/ 2 空间上，定 

t ， j=l 

义映射 

A ： J ： =(j ： lf J ： 29 ---)h^y=(y 19 y 29 ---) 9 

_ , def 

其中乂 ~ 2 a a x r 求证： 

)=i 

(1) A 是 Hilbert 空间#上的紧 算子； 

(2) 又若 <2 l7 =b (纟，…），则 A 是对称紧 算子. 

证先来 验证： 任取： rG/ 2 ，Ar 有意义•事实上，由 Holder 不等 

式，知级数 D a ^ Xj 对每一个/都收敛.又 

)=1 


bll 2 



21 乂丨 2 = 2 2 a n x i 


从此 U 形等式-不等式串的两端即知 y ^ l \ 

现在证明 A 的列紧性•设 KCZ1 2 是任一有界集，那么存在一常数 

oo 

M>0, 使得 |U|I<M(V x ^ K ). 因为 D k」 2 < ⑺，所以对V e>0, 

i 9 j=l 

存在正整数 AKe)， 使得 


因此 


E E 

i=N+l j=l 


< 




2 ImI 2= 2 2 a 


■N+l 


X 


-N+l 1 ;=1 


2 



a 


u 
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< ( 為） wr<e 2 . 

这表明中，形如 

(: Vi ， W. ，： Vjv ， 0,0 ，".） 

的元全体是 A ( 幻的 e 网，但若％， : y 2 ， .“ ，外是 : y^Ar 的前 iV 个坐标， 
那么点集 

def 

B — { (:，: y 2 ，...，3 V ，0,0，...）} 

在 / 2 空间内有界，而且包含在一个有限维子空间内，故是列紧集•即 
AOO 有列紧的 e 网，于是 AOO 列紧 . 

例 2 设 Aevcgn ， 求证：儿都是对称算子，并且 

|| 川 | = limi = IUII 2 . 

证 （ 1 ) 因为 

(AA*x,y) = {A* x^A* y^) — (x 9 AA* y) 9 
(A*Ax,y) = (AxjAy) = (x f A* Ay) , 

所以儿是对称算子 . 

(2) 因为 

iAA* x^y) = (A* x,A* y)=^(AA* x y x) = ||^4* 工|| 2 ， 

所以 

||^4*||= sup I (AA*xjx) I = sup ||A # x|| 2 

|| x || =1 II ^ II =1 

=Ml 2 = Mil 2 . 

(3) 因为 

(A*Ax 9 y) = (AxjAy)=^(Ax 9 Ax) = ||Ar || 2 ， 

所以 

|| 川 I = sup I (A* Ax 9 x) I = sup ||Ar|| 2 = \\A\\ 2 . 

Ii 工 II =l II : ii =1 

例 3 设 ， 满足 (Ar ， *r)>0 (V : rG 逆 0 ， 且 (Ar ， :r) =0 

^=» 工 = 汐，求证： 

ll^ll 2 < cax 9 x ) lull (v ^ e ，)• 

证由第一章 §6 命题 5 ,有 

| {Ax 9 y) | 2 < (Ax,x)(Ay,y). 
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在此不等式中，令: y = Ar ， 便得 

||Ar|| 4 < (Ax 9 x) (A 2 x,Ax) 

< (Ar ， *z) M 2 :c|| ||Ar|| 
^ (Ax,x) \\A\\ ||Ar|| 2 , 

由此即知 


o A 4 

II^11 = ^ (Ax,x) \\A\\. 

例 4 设 A 是 Hilbert 空间，上的对称紧算子， 


def . 

m ( A ) = inf ( Ax 9 x ), 

II ^ II =i 

求证： 


def 

M ( A ) — sup ( Ar ，: c )， 

II ^ II =i 


(1) 如果 mG 4) 关0,则 mG 4) e ~ G 4) ; 

(2) 如果 MG 4) 关0,则 MG 4) e ~ U ). 
证因为 A 是对称紧算子，所以 


。04)\{0} = a p ( A )\{0} (Z E . 

对于 V 彐工 a ， 使得4而= 2而，11而11 : =1.于是(如 /1 ，工 / 1)=^，由 

此推出 


m 记为 m ( A ) ^ A ^ M { A ) == M . 


先看 M > m ^0 情形. 在这种情形下，我们有 IU || = M . 
事实上，显然有 M < U ||. 下证 || A ||< M . 注意到恒 等式: 


( A(u + v ) f u + v ) 
一 ( A(u 一 v ) 9 u 一 v ) 


4( Au f v ) 


由 


(Au + Av f u + v ) 
一 (Au — Av 9 u —— v ) 


(Au 9 u) + (Au 9 v) + (Av f u) 
+ (Av,v) 一 {Au^u) + {Au ,t;) 
+ ( Avyu ) — ( Av ^ v ) 


匕述 U 形等式串，对 VA >0, 有 


II Ar || 2 = 


AAr ， — 


u — Xx 


V = — Ao : 


{Au 9 v) 


= — [( A(m + v)，u + v ) — ( A(u — v)，u — V 、 
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<+M(|k+ t ；|| 2 十 llnll 2 ) 

4 

=+M(|| 汉 || 2 + IMI 2 ) 

= ^m[^\\x\\ 2 + ^WAx\\ 2 \ 

L A 

取则有 

11 ^ ||2 < \ m [ ^ 11x1,2 + S lUx|2 ) = M 11x11 IUxl1, 

由此得到 IIArilIUII=^IUII<M ，从而 Mil 得证 . 

再由 M 的定义 ， 3 使得 ( 如 „ ，工 „)— M ， 于是 

0^ \\Ax n — Mr” II 2 

= ||Ar„|| 2 — 2MdAx n ,x n ) + M 2 \\x n \\ 2 
< Mil 2 - 2M(Ax n9 x n ) + M 2 — 0 ， 

从而有 lim (Ax n — Mx n ) = 0. 又因为 ^4 是紧算子，所以 {4 工„}必有收敛 

n-^oo 

子列 {Ar ~}， 此时 

k 

Mx n = Ax n — (Ar„ - Mx n )=^x„ k = 点 [Ar 、 - （ Ax' - 施 ')] 
也收敛.设工 „ —工。，则有 Ar — 0，故有 

k k R 

Mx n = Ax n — (Ax n — Mx n ) M G 

t 介 

Mx、= Ax Uk — (Ar' — Mx n ) Mx 0 = Ax 0 

对于一般情形，考虑 4^ = 4 一 W ， 取々为绝对值足够大的负数，使 
得则有从€\04山即3々7^，使得 

A k x 0 = M k x 0 M G 

t I 1 

(A — kl)x 0 = (M — k)x 0 Ax 0 = Mx 0 
最后，由于 一 mG4) =M(—Z) G (J p {—A ) ，故有 
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m (_ A ) E o p { A ). 

例 5 设 A 是 Hilbert 空间名 T 上的对称紧算子. 求证： 

(1) 如果 A 关0,则 Z 至少有一个非零的本征值. 

(2) 若 M 是 A 的非零不变子空间，则 M 上必含有 A 的本征元. 

证 （1) 由命题 2(5)， SPMII = ( Ar ，: r ) | ，由此可见3 

邊％ U = 1，使得 I CAx n , x n ) | — Mil . 不妨设 ( Ar „，: c „)— A ， 其中 Ul = 
llA ||>0( 如果需要可选收敛子列，|6„ I 收敛>3 收敛）.下证 

k 

(7 p ( A ). 因为 

0< Hu - A ) x n \\ 2 

— \\Ax n || 2 — 2A(Ar„ ， :c ”） + 又 2 

^ 2A 2 — 2^Ax n ^x n ) —► 0> 

所以 

lim || ( A 7 — ^4)工„|| = 0=^ ( A / — A ) x n 0. 

n—►oo 

又因为 A 关 0 ， A 是紧算子，所以存在子列 } ，使得 Ax n -^ z , 于是 

k k 

^ = (从 — A)x nk + Ax nk - 

故 

|| 之 || = lim || Xx H = | A | > 0 =^ 2 ： ^ 0. 

k 一 oo 々 

由连续性有 

0 = lim ( A / — A ) x n = (XI — A ) , 

k-^-oo 是 /\ 

所以 iV ( A / — A ) ，即得 AG (7 p CA ). 

(2) 注意到 A | M 还是对称紧算子，如果则 oe \ G 4 U )， 
M 上的任何非零元素都是 A 的属于零本征值的特征元.如果 
用 （1) 的结果即得结论. 

例6 求证 ：为了 尸6父(邊0是一个正交投影算子，必须且 仅须: 

(1) 尸是对称的，即尸=尸、 

(2) P 是幂等的，即 P 2 = P . 

证 必要性 已知父(，)是一个正交投影算子，由正交分解 
定理，对 邊 "，有 分解： 
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OC. == ~ I - Xjvf 丄（工 m € 工 m 丄 € ， 

y = yM ~i~ yM 1 - (3^ G *^，3^丄 6 Af 丄）. 

由尸 的定义，因此有 

(Px 9 y) = (x M9 y M + y M ±^> = ( 工 mJm)= ( 工，尸 : y). 

所以 P 是对称算子. 

下证即 p 是幂等的）•对 V 

尸工 = 工况 G A / ， x == P ^ = Px t 

dcf 

充分性 首先 M —凡^是闭的•事实上， 

P Z =P 

Px n — y=^P x n Py Px n Py 9 



=^y = Py 6 P^. 


其次， p 是 m 的正交投影算子•事实上，对 v 

x = p x+ (j - p ) x , Px e m . 

下证 a - PkeMi ， 即要证 v 3^ 义， （(/— p )* r , P 3；)= o , 也就是要 


证： v ^ e ^, 


(x 9 Py) = (Px^Py). 


而这正是尸的幂等性和对称性的 结果： 

( x ^ Py ) = ( x ^ P 2 y ) = ix ^ PPy ) = ( Px ， Py ). 

例 7 求证 ：为了 P 6 父 cgn 是一个正交投影算子，必须且仅须 : 

( Px , x ) = \\ Px \\ 2 (V 

证必要性 事实上，尸是正交投影算子，由上例即知尸 2 = P = 


故有 

{Px ,x) = {P 2 x^x) = (PXfPx) = ||Pj ：|| 2 , x^ ： ^f . 

充分性 由命题 2(1) 知 

A 对称 ㈡ （乂工,工）6把， v ^ re ，， 

现在有 CPmhlli ^ rirX )， 当然 P 对称.（由内积共轭性有 CPx , x ) = 
Cr ， 尸: r )) 最后证尸 幂等： 事实上，由已证的对称性，有 

(JPx ， x) (P 2 x 9 x) 


|Pj :|| 2 = CPx ， Pjc) 
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从此 U 形等式串的两端即知 

((P — P 2 )x 9 x) = 0 (VxG^ 7 ). 

根据第一章§ 6例 1( 极化恒等式），即有 

((P - P 2 )x,y) = 0 (V e ^)=^P - P\ 

§5 对椭圆型方程的应用 


基本内容 

» 

对于边值问题的应用 
定理 1若方程 

― Au + U{x)u = fix') {x G 
w I ao = 0 

的齐次方程只有零解，则 V / eL 2 CQ )， 方程 （1) 存在唯一的 弱解； 否 
则，方程 (1) 的齐次方程至多有有穷个线性无关的弱解，设它们为 A ， 
…，九.这时，当且仅当 


( 1 ) 


•/ 


a 


fj^Ax = 0 (i = 1,2,••- ,n) 


( 2 ) 


时，方程 (1) 有解，且解空间的维数是 

对于特征值问题的应用 
定理2 方程 

一 Au + U{x)u = Xu (x H) , 
u \da ~ ^ 

的本征值都是实的，而且有可数个，适合 A ^ + oo , 
并且它们对应的本征函数构成-间 HiCQ ) 的完备正交集. 

典型例题精解 

例 1 设屮 ooedcQ ) g = i ，2, …， ”）， t / cz ) ec ⑴），其中 n 是 
，中的边界光滑的有界开区域，讨论下列边值 问题： 


n 


△汉 + y^ d d x (ai<ix)u)+U(x)u=f(x) 060 ) ， 


u ao ~ 0. 
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解要找满足弱解问题: 


n 


n 


SJu ^ SJv — ^ y ] a t ( x ) ud x v + U ( x)uv 


Ax 


fvdx^ 


n 


v 幻 e H\m. 

设 a 0 > o 充分大待定，这个弱解问题等价于 


n 


n 


SJu • Vt ； — y^ J a i (x)u3 x v + (U(x) + X 0 )uv dj ： — A 0 


uvdx 


n 


n 


fvdx ^ V ^ 


令 


a{u 




n 


n 


Vw • V。 — + (C/O) + X Q )uv 

fcl 

V u,v G Hj(ifi). 


Ar， 


由 Poincare 不等式， f I V u | 2 Ax ^ a \\ uW\j V ，由此有 


a 


n 


n 


n 


y ^ J a i ( x ) ud x udx ^ M x \\ u\\ Q \\ u \\ 


i^l 


M, 


: ||w|| 0 ^ w a H^llj 


a 


< M \\u \\ 2 0 + y \\u\\\, 

_ >o,^ 0 >o _ 

ja(u f v) I ^ \\u\\l + (U(x) + A。— M) |U||g > f \\u\\l. 

当 A 0 >0 充分大时 ，a(^，r) 满足： 

(1) 有界性： \aiu ,v) I IWIJM” V UyV ^： H \{ Q ); 

(2) 正 则性： \ aiu ^\>8 lull?, v ueHlan ). 

应用第二章 § 3 定理 19( Lax-Milgram 定理），即知存在唯一的 
父(试02)),使得 

a(u,v) = = (Au^v) 9 V u 9 v G , 


A - 1 e , IU _1 || <y (^> 0 ). 


有了 A 之后,上述问题等价于要找满足弱解问题： 

r 广 


(Au 9 v) — A 0 


uvdx = 
o 


fvdxj 

a 


v r e h 1 0 (O). 
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注意到当 A 0 >0 充分大时，还满足 

(3) aXu ， u)'^Q;a(u ， u) = 0^=^u = 0,从而 a(u ， u) = ( Aw ， w ) 是 
戌⑴)上的一个内积.记 


(w ， t;) A 。 = (Au ， v ) ， \\u\\^ = iu ， u )、， 

有了 (〜”\之后，上述问题又等价于要找满足弱解问题 

(u 9 v) k — A 0 uvdx = f fvdx, V ^ G 


进一步，因为 


uvdx 


•/ 


Q 


■ i I. ■■ Poincarfe .■ .■ 

< \M\l 2 Ml 2 ^ c IWIl 2 IWIa ， 


所以 “ mix 是上的连续线性泛函•由 Riesz 表示定理，存在唯 

_ if? 

一的 使得 


a 


uvdx = Cw 9 v) A , V G HlCO) 


定义尺 v L 2 (n)—Hl(n ) 为 


w 


K 、 u ， V ^ G Z / 2 ( iQ )， 


从而 


uvdx = {K k u,v) x , V u,v G Hl(O). (1) 

JO oo u 

利用上述问题又等价于要找满足 

(“ ， ”) a 。— (A 0 ^^,t；) Ao = CK 〜 / ， t；) A 。， V ^ 6 Hl(O). 

去掉内积，即得 

(了 —入 == K 、 f ， ( 2 ) 

其中 r 是 /^ CQ ) 到 L 2 02) 的嵌入算子，即 

Him 己 L 2 02). 

下面我们 证明： 

k Aq e^(z 2 (^),//j(^)), k Xq e © (Hi ⑴） ）• 

事实上，在方程 (1) 中，取 t ;== K A w ， 即得 

O 

1 成， 1 吃 < \\u \\ L 2 IliCfll/gc \\u \\ L 2 \\K k u\\ v 
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由此可见， 


\\K a u\\ x ^ C \\u\\ l 2=^K x G 

0 0 0 

根据 Rellich 定理， reSCF / ia 2 ) ，乙 2 (卬），如图 4 . 1 所 
示.又根据第四章 § 1 命题 2 ( 6 ) ， 



K , 


.0 "; ⑹ 




k,t e ⑴ ））• 

0 


H l 0 ( n ) 


L 1 ⑼ 


令 


T = I — A 0 X AQ r , g = K x f , 



那么方程 ( 2 ) 可改写为 

Tu = g . 

算子： T 有下列性质： 、 

性质 1 了=了一紧 算子. 

这是因为 

k, e , 

A ° e 6(HJ(^>). 

r e 6(H ； (^),L 2 (^)) 0 

性质 2 ( K a t ) * 是自共轭算子. 

事实上， 


( 3 ) 


(K a tu,v) 




tu • vdx 


n 


n 


u • rvdx = {u^K k tv) 

o 


应用 Riesz - Fredholm 定理，我们有 结论： 

Tu = K x f 有解 ㈡ 尺 A 。/ e R ( T ) ， 

K x f e R(T)^K x f e #( 了 *) 丄 = not) 丄 . 


然而 


u e N ( T)^>u = X 0 K x tu ^>( u 9 v) Xq = A 0 


uvAx 


Q 


(v ^ e Hicm), 


n 


n l 

即 ^ 是 


yu - SJv — Yla ^ x ^ ud^v + Uix)uv 


dx = 0 ， V ^ G Hl ( n ) ， 


n 


Au + ^] 3 x ( a .( x ) u ) + Ujix)u = fix ) (x O ), 


w | a « = 0 
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的齐次方程的弱解. 

最后，具体化 iv ( r ) i . 

(1) = 表明，齐次方程只有零解，从而 

R(T) = N(T) ± = 

也就是说 ， v feL 2 m,irm 

n 

—Aw + 2 ^ x Xcl ; (x)u) + U (x)u = / (x) (x 6 D ) ， 

-< 1=1 ' 

- u \dn — 0 

存在唯一解 • 

(2) iVCT ) 关 W }=^ dimiVCr )< oo •这结果 表明： 

n 

— + ^] d x _ ( a , ( x ) u ) + U 0 )w = / Cz ) O 6 /2) ， 

< i=i * 

I a« ~ 0 

的齐次方程至多有有穷个线性无关的弱解，设它们为 

h ， h ， …，九 • 

这时，当且仅当 A 。/ 丄 ivcr ) 时，即对 vAGivcr )， 有 

(尺 a 0 /， A ) = 0 ii = 1，2广.，”）. 

而 


iK x f ，< to = mx ， 

0 Jn 

故即当且仅当 f /Ah = 0 (f = l ，2, …， w ) 时，方程 

J n 

n 

—Au + 'yid^Xa^x)^ + U {x)u == fix) o e O ) ， 

< t = l * 

I a« = 0 

有解，且解空间的维数是 n = dimNCn . 

例 2在上例中，讨论下列本征值 问题： 

j — Au + U(x^)u — hi (x G > 

\ u \da — 0. 

解 第一步转化为相应的弱解 问题： 求汉6试03)，满足 

， J% 

[V« • Vt ； + J7 (x)uv^}dx — A uix)v{x)dx (V ^ 

J Q J Q 
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记 A 0 = max \ U Cr) 丨•令 


Ml 


1 


n 


l\vu \ 2 + «/( 工 ） + A 0 ) W 2 ]dx ) 2 (v«e Him). 


与 HI , 相应的内积记为 （• ， •） v 即 

0 o 

def 


，V 乂 , 


Q 


yu • V 4 ^ + (U(x) + X 0 )uv^\dx (V UyV G Hl(O)) 


第二步利用上例中的 （ • ， • ） A 和记号，将弱解问题改写为 


n 


— A 0 


uvdx 


n 


u 


Q 


(x)v(x)dx (V G Hj(iO ))， 


进一步改写为 


(u,v), = (A 0 + X){K x tu,v) x 


去掉内积得到算子方程 


u = (A 0 + A)X a tu. 


令户 


丄 


; d ， 则^=了 一 A . 算子方程可改写为 

八0 I 八 M 


入 TU — j-tU 


其中是紧自共轭算子 . 事实上， 

[K x e 

° =^K x ze & (Hl(O)). 

e eo/;o2),L 2 ⑼） 0 


(K x tu,v)= 


TU 

Q 


vdx — u 
J n 


tvAx = Cu ， K 入 tv) y 

0 


由此可见， ac Ao ry ，即 k a , 为自 共轭 算子 . 

第三步应用尺 / 是紧自共轭算子的性质，得岀 结论 . 
首細为 ° 


(K Aq tu,u) Ao 


TU 

n 


udx = 


u 2 dx > 0 
n 


(u H 


所以 0$\(K AQ r) ，且若内 ( 尺 A/), 则 ^>0. 

其次 , 注意到 02) 无穷维，内可数多个 , 并且以 0 为聚点.不妨 
设 
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/ ^1 > 户2 > … > 户; > … > 0 , 

则有 

~ ~ 乂。 =5 ^1 > 义 2 > …> Ay > … 一 + oo. 

§ 6 Fredholm 算子 

基本内容 

定义1 设夕是 Banach 空间 ，: T e 7 d ， ％)称为一个 

Fredholm 算子， 是指： 

(1) 及 ( T ) 是 闭的； 

(2) dimJVCTXoo ; 

(3) codimi^(T)<oo. 

，我们把 汉― 吻 的所有 Fredholm 算子的全体记做7 ( f ，60 ,特 
别地，当沒时，将其记做7(%). 

定义2设 I ，欲是 Banach 空间，:,令 

ind ( T ) = dimA ^( T ) — codimi ^( T ) , 

并称其为 T 的指标. 

命题3设义是 Banach 空间，若466(免），则 

T = I-Ae 叉(没 O ，并且 ind ( T ) = 0. 

定理 4 (1) 若了 6叉(义，％),则必有父(欲，义）以及 
ec ^ o ， A 2 6©(%), 使得 

ist = i x -a 19 ' 

\TS = I y ~A 2 , 

其中 LJy 分别表示 I 和％上的恒同算子. 

注有时将 


改写成 
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ist = i x -a 19 

TS = I y — A，2 

^ST = I — A l (on , 
[TS = I — A 2 (on ^). 


(2) 如果: rea (汉 '，％)， 又有&，尽 e 父 （欲， d 以及 

(5(，） ，岑 ee (%)， 使得 

R'T = I x — A l9 TR 2 = I y — A 29 

则: re，(，，). 

注 1 满足 i ^： r=L — 4,7^ 2 =心 一皂的 R^R 2 分别称 为了的 
左、右正则 化子. 在商掉紧算子集6(%)(以及©(%))意义下，它们分 
别是: T 的左、右逆.在这个意义下，定理 4(1) 表明 Fredholm 算子是 
W 沙，淡 ') 中模6(免）（及©(%))的可逆 算子. 

注 2从定理 4(2) 可知，若及同时是: T 的左、右正则化子，则及本 
身也是 Fredholm 算子. 

特别是由此推出：若: 567( 夕，以及 
為 e © (，），4 6父(％)，使得 

ST = I X -A^ TS = I y - A 2 

成立. 

定理5若: rf ，(淡 '，％)， r 2 e 叉 (夕， 之），则 

t 2 t x e 叉 d 之）， 

且有指标公式 

indCT^) = ind(7\) + ind(T 2 ). 

定理 6若： reyc ^，％)， 则3 00,使得当 
且 IMI < e 时， 

t + u e 

且有指标公式 ind ( T + t /) = ind ( T ). 


典型例题精解 


例 1设义 ，夕是 Banach 空间，: TG 汉(淡'，％)，46©(沒％夕）， 

求证： 

(1) T+Ae^(^r ^)； 

(2) ind(T+A) =ind(T). 

证 （1) 因为:^^，(淡％少），根据定理4(1)，3 56^(^,^) 
以及 AG© (义） , A 2 e & (%)，使得 
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ST = I x -A l9 TS = I y - A 2 . 

又因为 zee (贫 '，％)， 所以 

S(T + A) l x -A x 

ST + SA = I x — A x H~ SA =I X — (A-^ — SA^ 

其中不二岑一 swee ( 淡 ^而 

(T + ^)5 Iy~A 

TS H~ A.S = I y — A. 2 H - ^45 = i y — (^2 _ 

其中 2 2 =a 2 —Asee ( 夕 ) • 

综上所述，根据定理 4(2 )，有了 
(2 ) 从 

ST = I x -A 19 TS = I y -~ A 2 

即知 A 同时是 : T 的左、右正则化子，从定理 4(2) 的注 2, 可知 S 本身也 
是 Fredholm 算子，并根据定理 5 和命题 3 ,有 

ind(5T) = indCS) + ind(T) = 0 ； 

同理 

S(T + A) =I X -A l9 (T + A)5 = I y -A 29 

表明 * S 同时是 T+A 的左、右正则化子，故有 

ind(5(T + A)) = indCS) + ind(T + A) = 0. 

联立 


find (5) + ind(T) = 0, 
iind(5) + ind(T A) = 0 


ind(T) 


=ind(T + A). 


例 2 设义 ，夕是 Banach 空间，若存在 

t\ e 父 ( 免 ，％)， e 父 ( ％，之）， 

使得 t 2 t , e y (%，之）， 求证： 

t x e e 

证 首先假设7\6,(免，少），则根据定理 4(2) 的注 2 知， 3 S 
以及卓 ee (^ o ，使得 

T\S = I y — a 2 
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成立.两边左乘便 得到： 

t 2 t x s = t 2 - t 2 a 2 . (1) 

注意到由§ 1命题2 (6) 有 r 2 A 2 e © (少 ，之），并且又由假设知 

茨 x ，, 之），根据定理5便可推出 

t 2 t x 5 e %(命，之）. 

于是，根据例 i ( i )， 由等式 a ) 即知 

t 2 e 叉⑼，之). 

其次，假设 (欲 ，之），则根据定理 4 (2)的注2知，3 56 
y (之，少）以及次 e 6 (夕）4 3 e © (之），使得 

ST 2 ~ — 乂2. 

两边右乘：^便 得到： 

st 2 t x = t x - a 2 t 19 

即 t 1 = st 2 t 1 + a 2 t 1 . 注意到 ^^^©(，，^^，并由假设，^^/ 

7(义,之），因此•于是根据例 i ( i )， 

i ! , A 

7\ e ^(^，^). 

例 3 设义 ，夕是 Banach 空间 ，:， 求证： 

(1) T * ，义 *); 

(2) ind(T* ) = —ind(T). 

证 （1) 因为了 eyC ^，％), 所以，根据定理 4(1)， 存在 

s e a x e ©(^), a 2 e ®(^>, 


使得 

1ST = I - A, (on 幻， 

\TS = I - A 2 (on 60. 

两边取共轭，得到 

\T*S* =1 -A* (on 义 *)， 

， ⑴ 
\S*T^ = I - A ； (on <&/*). 

注意到 ^ e © {^ n ， e e (夕） ， 根据第四章 § i 定理 5 ，有 

a; e 6(^*), a; e 6(^*). 

于是，根据定理 4 ( 2 ) ，由 a ) 式推出 : r ，n 

(2) 因为7^，0^，％)，所以 RCn = BXT \ 根据第四章§ 2例 
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10, 有 

R(T) = R(T) = 7VCT*) 丄， 

从而 

dimNCT " ) = codimi?(T). (2) 

同样因为:所以，根据第四章 § 2 例11，有 

RCT) = RCT*) =丄 N(T )， 

从而 

dimN(T) = codimRCT*). (3) 

联立(2)，（3)式，并因为 

(ind(T) - dimJVCO — codimie(T), 

lind(T^) - dimN(T*) - codim 尺 CT* ) ， 

所以 ind(T*) = -ind(T). 

例4设(沒 o, 并且 3 «eiv ， 使得了 一 求证: 

证根据命题 3 j - A n e ^(^)=^ A n e ^(^ r ). 于是根据定理4 
(1)，必有5€7(，)以及皂66(没0，木66(，），使得 

(SA n = 了 一 A” 

\A n S = 1 - A 2 . 

将这两个等式改写为 

US A 71 - 1 ) A = I - A, 9 
Uo4D = I - A 2 . 

这意味着和 ^ _1 5 分别为 A 的左、右正则化子.于是根据定理 
4(2),Ae^(^0. 

例5设沒'，欲都是 Banach 空间 ，淡 X ：欲，并且的嵌入 
算子是紧的，又设: T6 70^，) 满足： 

Ikll^ < “IWU + \\Tx\\^ (V ^ G 免) ， 

其中 c 是一常数. 求证： 

(1) dim^(T)<oo ； 

(2) 及 CO 是 闭的. 

证用 r 表示％—欲的嵌入算子，那么 
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H ^ c( ||x||^ + || 了工 j| 穸 )―^ 11x11^- ^ £：( ||*rx||^ + ||T^：||^). (1) 

特别对 v reiver ), 因为 tv =& 所以 

||x||^ ^ c ||ro:||^, y X N (T). 

特别对于 

x n 6 N ( T } 9 IkJI = 1， 

因为 re ®( f ，少），所以 { nj 有收敛子列，不妨仍记做，则有 

II 工 m II 义 < C II r 工 71 — II <S/* 

由此即知收敛，从而 NCnir 的单位球列紧，故 

dimiV ( T ) <oo. 

(2) 在商空间沒 7 iVCO 上考查映射 

Tlx-]—Tx, V [^] e ^r/N(T\ 

显然及 ( 了 ）== 及 ( 乃，要证 A ( T ) 是闭的，只要证及 ( T ) 闭•根据第二章 
§ 3例5(4)，只要证 T — 1 连续 • 

为了证 f _1 连续，用反证法•如果 T — 1 不连续，那么存在 {[^]}e 
贫 Vivcr ) ，将 { 0„] } 单位化后使得 

|||>„]|| = 1， T |>„] = 7 X — 久 ⑵ 

根据第 ~~ ▲章 § 4例 13，由 II [工„] || = 1，3 a G [*^]，使得 IIII <2. 这样’ 
因为，所以{%}有收敛子列，不妨仍记做•对 ^ = 

— A 应用不等式(1)，则有 

|| ^„ — xj^^r < c(\\rx n — rxj\^ + \\Tx n — Tx m \^). 

因为{1\3：„}与{7^2： /1 }都是收敛列，从而都是基本列，所以 

\\ x n — x m \\^r < c (|| r(^ n — xjW ^ + \\ T { x n — — 0. 

由此可见，是基本列•因为^完备，所以3使得 

工 „ — x 0 =^Tx n Tx Q =^T\_x n ~] Tx 0 . 


将这个结果与 ( 2) 式联合起来，即有 


TlxJ -^ Tx 0 \ 
T[_x n ~] ( 9 , 


=^ Tx 0 = 


e ， 


因此 
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x 0 G ^( T ) z =^\^ x 0 ^\ — [汐] • 



于是 


卜 II L^n] — O。] II < — 工。 || — 0. 

这与 (2) 式中的 ||[ x „]|| = l 矛盾•这个矛盾表明 f -1 连续，从而 A ( T ) 是 
闭的. 
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一切，任一个 
存在，某一^个 
全体正整数 
全体整数 
全体实数 
w 维 Euclid 空间 
全体复数 
数域，实数或复数 

正无穷大或复平面上的无穷远点 
空集 

向量空间的零元素 
以 A 为中心、以 r 为半径的开球 

集合五的内点全体 

对应到 

嵌入 

右端是左端的定义 
当且仅当 
蕴含 



